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Rotations et moments angulaires
en me´canique quantique
J. Van de Wiele1
Re´sume´
Comme en me´canique classique, la rotation en me´canique quantique est une trans-
formation qui fait intervenir le moment cine´tique. La diffe´rence avec la me´canique
classique vient du fait que le moment cine´tique est un ope´rateur vectoriel et non
pas un vecteur ordinaire, et que ses composantes ne commutent pas deux-a`-deux.
Comme pour toute transformation en me´canique quantique, a` chaque rotation est
associe´ un ope´rateur qui agit dans l’espace des e´tats. L’expression de cet ope´rateur
de rotation de´pend du type de rotation envisage´e : rotation passive si on effectue
une rotation du syste`me de re´fe´rence sans changer le syste`me physique, rotation
active si on laisse le syste`me de re´fe´rence inchange´ mais on effectue une rotation
sur le syste`me physique.
La premie`re partie (Chaps. 1 et 2) de cet ouvrage traite ces deux aspects. Apre`s
avoir de´fini la transformation ge´ome´trique associe´e a` la rotation la plus ge´ne´rale,
on donne l’expression de l’ope´rateur de rotation dans chacun des deux cas. Les lois
de transformation des champs scalaires, des champs de vecteurs et des champs de
spineurs sont donne´es ainsi que les lois de transformation des ope´rateurs scalaires,
vectoriels et plus ge´ne´ralement des ope´rateurs de rang quelconque.
La seconde partie (Chaps. 3 et 4) traite l’alge`bre des moments angulaires. On
de´finit les coefficients de couplage de 2, 3 et 4 moments angulaires ainsi que les
coefficients de recouplage. La notion d’ope´rateur tensoriel irre´ductible, ge´ne´ra-
lisation des ope´rateurs scalaire, vectoriel est introduite ainsi que le the´ore`me de
Wigner-Eckart. Les formules d’application dans des cas complexes sont donne´es.
1. Institut de Physique Nucle´aire, CNRS-IN2P3, Universite´ Paris-Sud, 91406 Orsay Cedex,
France.
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2 Rotations et moments angulaires en me´canique quantique
Abstract
Rotations and angular moments in quantum mechanics
As in classical mechanics, rotation in quantummechanics is a transformation which
deals with angular momentum. The difference with classical mechanics comes from
the fact that angular momentum is a vector operator and not a usual vector and its
components do not commute. As for any transformation in quantum mechanics,
to each rotation we can associate an operator which acts in state space. The
expression of this operator depends on whether the rotation is passive, that is we
do a rotation of the coordinate axes and the physical system is left unchanged,
or active, in which case the coordinate axes are unchanged and the rotation is
performed on the physical system.
In the first part (Chaps. 1 and 2) of this book, details concerning both aspects
are given. Following the definition of the geometrical transformation associated
with the most general rotation, we give the expression of the rotation operator for
specific cases. Transformation laws for scalar fields, vector fields and spinor fields
are given as well as transformation laws for scalar operators, vector operators and
more generally, for operators of any rank.
The second part (Chaps. 3 and 4) deals with angular momentum algebra.
We define the coupling coefficients of 2, 3 and 4 angular momenta as well as the
recoupling coefficients. The definition of the irreductible tensor operator, which
is a generalisation of scalar and vector operators, is given as well as the Wigner-
Eckart theorem. The application of this theorem to more complex cases is studied.
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Rotations passives
1. Transformations ge´ome´triques
Dans le premier paragraphe, nous allons e´tablir les lois de transformation ge´ome´tri-
ques lorsqu’on passe d’un repe`re (S) au repe`re (S′) de´duit du premier par rotation.
1.1. Transformation ge´ome´trique de´finie par les angles d’Euler
Soit un repe`re (S) de´fini par trois vecteurs unitaires ex, ey, ez orthogonaux. On
conside`re un second repe`re (S′) de´fini par les trois vecteurs unitaires e′x′ , e′y′ , e′z′
obtenus a` partir de ex, ey, ez par une rotation caracte´rise´e par les trois angles
d’Euler γ1, γ2, et γ3 compte´s positivement ou ne´gativement.
Les trois rotations successives sont (Fig. 1) :
– une rotation de γ1 autour de Oz,
– une rotation de γ2 autour du nouvel axe Oy = Oy1,
– une rotation de γ3 autour du nouvel axe Oz = Oz2.
Tout point M de l’espace a` trois dimensions peut eˆtre caracte´rise´ par le vecteur
OM = r tel que :
r = x ex + y ey + z ez (1-1)
x, y et z e´tant les coordonne´es du point M dans le repe`re (S). Dans le repe`re (S′),
ce meˆme point aura les coordonne´es x′, y′ et z′ :
r = x′ e′x′ + y
′
e
′
y′ + z
′
e
′
z′ . (1-2)
Soit Rep (γ3, γ2, γ1) la matrice qui fait passer des anciens vecteurs unitaires aux
nouveaux. Nous aurons :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =
 Rep (γ3, γ2, γ1)


ex
ey
ez
 . (1-3)
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Figure 1. De´finition des angles d’Euler. [Definition of the Euler angles.]
Si ex1 , ey1 et ez1 sont les vecteurs unitaires obtenus apre`s la rotation de l’angle γ1
autour de l’axe Oz = ez, on aex1ey1
ez1
 =
 cos γ1 sin γ1 0− sinγ1 cos γ1 0
0 0 1
 exey
ez
 . (1-4)
Les vecteurs unitaires ex2 , ey2 et ez2 obtenus apre`s la rotation de l’angle γ2 autour
du nouvel axe Oy = ey1 sont donne´s par la relation :ex2ey2
ez2
 =
cos γ2 0 − sinγ20 1 0
sinγ2 0 cos γ2
 ex1ey1
ez1
 . (1-5)
Finalement les vecteurs unitaires du syste`me (S′) sont obtenus apre`s la rotation
de l’angle γ3 autour de l’axe ez2 :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =

cos γ3 sinγ3 0
− sinγ3 cos γ3 0
0 0 1


ex2
ey2
ez2
 (1-6)
soit :e′x′e′
y′
e
′
z′
 =
 cos γ3 sin γ3 0− sin γ3 cos γ3 0
0 0 1
cos γ2 0 − sin γ20 1 0
sin γ2 0 cos γ2
 cos γ1 sin γ1 0− sin γ1 cos γ1 0
0 0 1
exey
ez
 . (1-7)
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Nous pouvons en de´duire la loi de transformation des coordonne´es. L’e´galite´ :
r = x ex + y ey + z ez = x
′
e
′
x′ + y
′
e
′
y′ + z
′
e
′
z′
s’e´crit sous forme matricielle :
(
x y z
)

ex
ey
ez
 = (x′ y′ z′)

e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′

ou encore, en posant Rep ≡ Rep (γ3, γ2, γ1) :
(
x y z
) exey
ez
 = (x′ y′ z′)
 Rep
 exey
ez

soit : (
x y z
)
=
(
x′ y′ z′
) ( Rep ) .
En multipliant a` droite l’e´galite´ ci-dessus par la matrice inverse Rep
−1
, on obtient :
(
x′ y′ z′
)
=
(
x y z
)  Rep−1
 .
En prenant la transpose´e de la relation pre´ce´dente on a :x′y′
z′
 =
 R˜ep−1

xy
z
 .
La matrice Rep (γ3, γ2, γ1), produit de trois matrices orthogonales, est une matrice
orthogonale : son inverse est e´gale a` sa transpose´e. On de´duit :x′y′
z′
 =
 Rep (γ3, γ2, γ1)
 xy
z
 .
On voit que les coordonne´es d’un meˆme point dans les deux re´fe´rentiels (S) et (S′)
se transforment comme les vecteurs unitaires.
Si on de´finit
Rrp (γ3, γ2, γ1) ≡ Rep (γ3, γ2, γ1)
on a les relations importantes :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33


ex
ey
ez
 (1-8)
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et 
x′
y′
z′
 =

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33


x
y
z
 (1-9a)
et d’une manie`re e´quivalente :x′y′
z′
 =
 cos γ3 sin γ3 0− sin γ3 cos γ3 0
0 0 1
cos γ2 0 − sin γ20 1 0
sin γ2 0 cos γ2
 cos γ1 sin γ1 0− sin γ1 cos γ1 0
0 0 1
xy
z
 . (1-9b)
Les e´le´ments de la matrice de rotation peuvent eˆtre calcule´s explicitement. On
trouve :. . . . . . . . .. . . Rrp ij . . .
. . . . . . . . .
 =
 cos γ3 cos γ2 cos γ1−sin γ3 sin γ1 cos γ3 cos γ2 sin γ1+sin γ3 cos γ1 − cos γ3 sin γ2− sin γ3 cos γ2 cos γ1−cos γ3 sin γ1 − sin γ3 cos γ2 sin γ1+cos γ3 cos γ1 sin γ3 sin γ2
sin γ2 cos γ1 sin γ2 sin γ1 cos γ2

(1-10)
ou encore :
Rrp 11 = cos γ3 cos γ2 cos γ1 − sin γ3 sin γ1,
Rrp 21 = − sinγ3 cos γ2 cos γ1 − cos γ3 sinγ1,
Rrp 31 = sinγ2 cos γ1,
Rrp 12 = cos γ3 cos γ2 sin γ1 + sin γ3 cos γ1,
Rrp 22 = − sinγ3 cos γ2 sin γ1 + cos γ3 cos γ1,
Rrp 32 = sinγ2 sin γ1,
Rrp 13 = − cosγ3 sin γ2,
Rrp 23 = sinγ3 sin γ2,
Rrp 33 = cos γ2. (1-11)
La relation (1-9a) s’inverse pour donner :
x
y
z
 =

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


x′
y′
z′
 . (1-9c)
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Les formules pre´ce´dentes qui de´finissent le passage de (x, y, z) a` (x′, y′, z′) et
re´ciproquement correspondent a` un jeu d’angles d’Euler qui n’est pas unique.
D’autres ensembles pourront donner des rotations physiquement e´quivalentes. Si
on fait le changement γi → γi+2π ni dans les formules (1-11) ou` ni repre´sente un
entier quelconque positif ou ne´gatif, les e´le´ments de matrice Rrp ij restent inchan-
ge´s. On peut aussi chercher les valeurs de γ1
′ et γ3′ telles que pour tout indice i
et j on ait
Rrp ij(γ3′, γ2′ = −γ2, γ1′) = R
r
p ij
(γ3, γ2, γ1).
D’apre`s (1-11), pour i = 1 ou 3, on devra avoir :
cos γi
′ = − cos γi
sin γi
′ = − sin γi
dont la solution est donne´e par
γi
′ = ±π + γi + 2π ni.
Nous verrons dans le comple´ment C de ce chapitre les relations entre γ1
′ et γ1
d’une part et entre γ3
′ et γ3 qui sont les mieux approprie´es aux ope´rateurs lorsque
γ2
′ = −γ2.
1.2. Transformation ge´ome´trique de´finie par un vecteur unitaire
et un angle
Le passage du syste`me (S) au syste`me (S′) peut aussi eˆtre de´fini par un vecteur
unitaire u autour duquel s’effectue la rotation et par un angle γ.
Conside´rons le trie`dre direct de´fini par les trois vecteurs unitaires v1, v2 , v3
tels que :
v3 = u ; v3 = v1 ∧ v2 ; v1 · v2 = 0.
La correspondance entre les deux trie`dres s’e´crit sous forme matricielle :v1v2
v3
 =
a1 b1 c1a2 b2 c2
a3 b3 c3
 exey
ez

avec
a21+b
2
1+c
2
1 = 1, a
2
2+b
2
2+c
2
2 = 1, a
2
3+b
2
3+c
2
3 = 1, a1a2+b1b2+c1c2 = 0,
a3 = b1c2 − c1b2, b3 = c1a2 − a1c2, c3 = a1b2 − b1a2.
La relation matricielle s’inverse pour donner :exey
ez
 =
a1 a2 a3b1 b2 b3
c1 c2 c3
 v1v2
v3
 .
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Les vecteurs ex, ey et ez e´tant unitaires et orthogonaux, on a les relations sui-
vantes :
a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0, a1c1 + a2c2 + a3c3 = 0, b1c1 + b2c2 + b3c3 = 0,
et
a21 + a
2
2 + a
2
3 = 1, b
2
1 + b
2
2 + b
2
3 = 1, c
2
1 + c
2
2 + c
2
3 = 1.
Apre`s la rotation de l’angle γ autour de l’axe v3 = u, les vecteurs v1 et v2 seront
transforme´s en v′1 et v
′
2 :v′1v′2
v
′
3
 =
 cos γ sin γ 0− sinγ cos γ 0
0 0 1
 v1v2
v3
 .
Il est clair que l’expression des vecteurs e′x′ , e
′
y′ , e
′
z′ en fonction de v
′
1, v
′
2 et v
′
3
sera la meˆme que celle de ex, ey, ez en fonction de v1, v2 et v3 :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3


v
′
1
v
′
2
v
′
3

soit : 
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =
b1 b2 b3
c1 c2 c3


cos γ sinγ 0
− sinγ cos γ 0
0 0 1


a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3


ex
ey
ez
 .
Tenant compte des relations d’orthogonalite´, on trouve :e′x′e′
y′
e
′
z′
 =
 a23(1−cos γ)+cosγ a3b3(1−cos γ)+c3 sin γ a3c3(1−cos γ)−b3 sin γa3b3(1−cos γ)−c3 sin γ b23(1−cos γ)+cosγ b3c3(1−cos γ)+a3 sin γ
a3c3(1−cos γ)+b3 sin γ b3c3(1−cos γ)−a3 sin γ c23(1−cos γ)+cos γ
 exey
ez
 .
Si on exprime les cosinus directeurs du vecteur u = v3 en fonction des angles
polaire ϑ et azimutal ϕ, on a :
a3 = ux = sinϑ cosϕ
b3 = uy = sinϑ sinϕ
c3 = uz = cosϑ.
(1-12)
Ann. Phys. Fr. 26 • No 6 • 2001
Rotations passives 9
On pose :
Rrp 11 = u2x(1− cos γ) + cos γ,
Rrp 21 = uxuy(1− cos γ)− uz sin γ,
Rrp 31 = uxuz(1− cos γ) + uy sin γ,
Rrp 12 = uxuy(1− cos γ) + uz sin γ,
Rrp 22 = u2y(1− cos γ) + cos γ,
Rrp 32 = uyuz(1− cos γ)− ux sin γ,
Rrp 13 = uxuz(1− cos γ)− uy sin γ,
Rrp 23 = uyuz(1− cos γ) + ux sin γ,
Rrp 33 = u2z(1− cos γ) + cos γ. (1-13)
Alors : 
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33


ex
ey
ez

d’ou` : 
x′
y′
z′
 =

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33


x
y
z
 . (1-14)
Cette relation s’inverse pour donner :
x
y
z
 =

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


x′
y′
z′
 . (1-15)
Remarque. Si on remplace respectivement x, y et z par ux, uy, uz dans la rela-
tion (1-14), on trouve :
u′x′ = ux ; u
′
y′ = uy ; u
′
z′ = uz. (1-16)
2. Transformation d’un champ scalaire
2.1. De´finition
Soit f(x, y, z) la valeur nume´rique d’une fonction en un point M de´termine´ par
ses coordonne´es dans le repe`re (S). On sait comment se transforme la fonction f
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dans une rotation quelconque : si x′, y′ et z′ sont les coordonne´es du meˆme point
M dans le repe`re (S′), il suffit de remplacer les anciennes coordonne´es en fonction
des nouvelles dans l’expression de f(x, y, z) :
f(x, y, z) = f(x(x′, y′, z′), y(x′, y′, z′), z(x′, y′, z′)) = g(x′, y′, z′).
Cette de´finition s’interpre`te bien en terme de me´canique quantique. Supposons
qu’une particule sans spin soit dans un e´tat physique bien de´termine´. Cet e´tat est
de´crit dans le repe`re (S) par un ket | Φ 〉. L’amplitude de probabilite´ de trouver
la particule au point M de coordonne´es x, y et z dans le repe`re (S) est e´gale a`
la valeur Φ(x, y, z) = 〈x, y, z | Φ 〉. Dans le repe`re (S′), le meˆme e´tat physique
est repre´sente´ par un nouveau ket | Φ′ 〉. L’amplitude de probabilite´ de trouver la
particule en M est alors e´gale a` Φ′(x′, y′, z′) = 〈x′, y′, z′ | Φ′ 〉. Or cette amplitude
de´pend du syste`me physique, c’est-a`-dire du point M mais pas du repe`re. On aura
donc :
〈x′, y′, z′ | Φ′ 〉 = Φ′(x′, y′, z′)
= Φ(x, y, z)
= 〈x, y, z | Φ 〉.
A` la rotation ge´ome´trique passive Rrp correspond un ope´rateur quantique Rˆ
r
p agis-
sant dans l’espace Er. Par de´finition, on aura les relations suivantes :
| Φ 〉 → Rˆrp | Φ 〉 = | Φ′ 〉 ≡ | Φ
Rrp 〉 (1-17)
avec
Φ
Rrp
(x′, y′, z′) = Φ(x, y, z) (1-18)
et x′y′
z′
 =
 Rrp
 xy
z
 . (1-9a)
Exemple. Supposons que la particule soit dans un e´tat physique de´crit dans le
repe`re (S) par le ket | Φ 〉 tel que Φ(x, y, z) = e−a(x2+y2+z2+2xy). Dans le repe`re
(S′) obtenu dans une rotation d’un angle β autour de l’axe Oy, on a :
x=cosβx′ + sinβz′
y= y′
z=− sinβx′ + cosβz′
ce qui donne :
Φ(x, y, z) = e−a(x
2+y2+z2+2xy)
Φ(x, y, z) = e−a(x
′2+y′2+z′2+2x′y′ cos β+2y′z′ sin β) = Ψ
Rrp
(x′, y′, z′).
Le membre de droite qui a la meˆme valeur nume´rique que le membre de gauche
donne la forme analytique dans le nouveau repe`re.
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2.2. Proprie´te´s ge´ne´rales de l’ope´rateur de rotation
Rˆ
r
p est un ope´rateur unitaire :∫
Ψ
Rrp
∗
(x′, y′, z′)Ψ
Rrp
(x′, y′, z′) dx′ dy′ dz′ =
∫
Ψ∗(x, y, z)Ψ(x, y, z) dxdy dz
relation qui s’e´crit encore :
〈ΨR
r
p | ΨR
r
p 〉 = 〈Ψ | Ψ〉 = 〈Ψ | Rˆrp
†
Rˆ
r
p | Ψ 〉
soit :
Rˆ
r
p
†
Rˆ
r
p = 1. (1-19a)
On admettra pour l’instant que l’on a e´galement :
Rˆ
r
p Rˆ
r
p
†
= 1. (1-19b)
L’unitarite´ de l’ope´rateur de rotation quantique entraˆıne la conservation du pro-
duit scalaire :
〈ΨR
r
p | ΦR
r
p 〉 = 〈Ψ | Rˆrp
†
Rˆ
r
p | Φ 〉 = 〈Ψ | Φ〉· (1-20a)
D’apre`s la de´finition du ket transforme´, nous avons :
〈x′, y′, z′ | ΨR
r
p 〉 = 〈x′, y′, z′ | Rˆrp | Ψ 〉 = 〈x, y, z | Ψ 〉
d’ou` :
〈x′, y′, z′ | Rˆrp = 〈x, y, z |
soit
Rˆ
r
p | r 〉 = | r′ 〉· (1-20b)
Il y a de plus un homomorphisme entre les rotations classiques et quantiques. On
a en effet :
Rˆ
r
p1
| r 〉 = | Rrp1 (r) 〉
Rˆ
r
p2
Rˆ
r
p1
| r 〉 = Rˆrp2 | R
r
p1
(r) 〉 = | (Rrp2R
r
p1
) (r) 〉
Soit Rˆ
r
p l’ope´rateur associe´ a` la transformation ge´ome´trique Rrp2p1 ≡ (Rrp2R
r
p1
),
par de´finition, on a :
〈(Rrp2R
r
p1
) (r) | ΦR
r
p 〉 = 〈(Rrp2R
r
p1
) (r) | Rˆrp | Φ 〉 = 〈r | Φ 〉
cette relation e´tant ve´rifie´e quel que soit le ket | Φ 〉, on a :
Rˆ
r
p
† | Rrp2p1 (r) 〉 = Rˆ
r
p
† | (Rrp2R
r
p1
) (r) 〉 = | r 〉
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ce qui donne finalement
Rˆ
r
p
†
(Rˆ
r
p2
Rˆ
r
p1
) = 1.
L’inverse d’un ope´rateur e´tant unique, on a :
Rˆ
r
p = Rˆ
r
p2
Rˆ
r
p1
. (1-21)
L’ope´rateur Rˆ
r
p associe´ a` la rotation Rrp2p1 est donc e´gal au produit de Rˆ
r
p2
par Rˆ
r
p1
.
2.3. Forme explicite de l’ope´rateur de rotation
Ope´rateur de´fini en fonction d’un vecteur unitaire et d’un angle
Dans une rotation infinite´simale, la loi de transformation des coordonne´es s’e´crit :
x = x′ + γ(uyz′ − uzy′),
y = y′ + γ(uzx′ − uxz′),
z = z′ + γ(uxy′ − uyx′).
On a alors, par de´finition :
Ψ
Rrp
(x′, y′, z′) = Ψ(x, y, z) = Ψ(x′ +∆x′, y′ +∆y′, z′ +∆z′)
= Ψ(x′, y′, z′) +∆
avec
∆ = γ
(
(uyz
′ − uzy′) ∂Ψ
∂x′
(x′, y′, z′) + (uzx′ − uxz′)∂Ψ
∂y′
(x′, y′, z′)
+ (uxy
′ − uyx′)∂Ψ
∂z′
(x′, y′, z′)
)
ou encore
∆ = γ
(
ux
[
y′
∂Ψ
∂z′
(x′, y′, z′)− z′ ∂Ψ
∂y′
(x′, y′, z′)
]
+ uy
[
z′
∂Ψ
∂x′
(x′, y′, z′)− x′ ∂Ψ
∂z′
(x′, y′, z′)
]
+ uz
[
x′
∂Ψ
∂y′
(x′, y′, z′)− y′ ∂Ψ
∂x′
(x′, y′, z′)
] )
.
Cette e´galite´ devient :
Ψ
Rrp
(x′, y′, z′) = (1 +
i
h¯
γ u · L′)Ψ(x′, y′, z′),
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L e´tant l’ope´rateur moment cine´tique orbital. L’indice supe´rieur ” ′ ” qui
intervient dans l’e´criture de l’ope´rateur moment cine´tique orbital L correspond
au meˆme indice supe´rieur des variables x′, y′ et z′ :
Lx′ ≡ h¯
i
(
y′
∂
∂z′
− z′ ∂
∂y′
)
,
Ly′ ≡ h¯
i
(
z′
∂
∂x′
− x′ ∂
∂z′
)
,
Lz′ ≡ h¯
i
(
x′
∂
∂y′
− y′ ∂
∂x′
)
·
La loi de transformation s’e´crit alors :
Ψ
Rrp
(x, y, z) =
(
1 +
i
h¯
γ u · L
)
Ψ(x, y, z). (1-23)
Cette e´galite´ e´tant ve´rifie´e en tout point, on a :
Rˆ
r
p | Ψ 〉 = | Ψ
Rrp 〉 =
(
1 +
i
h¯
γ u · L
)
| Ψ 〉
d’ou` :
Rˆ
r
p = 1 +
i
h¯
γ u · L .
Les rotations autour d’un meˆme axe commutant, on peut inte´grer l’e´quation :
R(γ + dγ) = R(dγ)R(γ) = R(γ) + dR =
(
1 +
i
h¯
dγ u · L
)
R(γ)
dont la solution est :
Rˆ
r
p = e
i
h¯
γu·L . (1-24)
Ope´rateur de´fini en fonction des angles d’Euler
Nous allons supposer que les trois angles d’Euler γ1, γ2 et γ3 sont suffisamment
petits pour pouvoir faire un de´veloppement limite´. Les relations sin γ ≃ γ et
cos γ ≃ 1− γ2/ 2 donnent au second ordre :
Rrp 11 = 1− γ12/ 2− γ22/ 2 − γ32/ 2− γ3γ1,Rrp 21 = −γ3 − γ1,Rrp 31 = γ2,Rrp 12 = γ1 + γ3,Rrp 22 = −γ3γ1 + 1− γ12/ 2− γ32/ 2,Rrp 32 = γ2γ1,Rrp 13 = −γ2,Rrp 23 = γ3γ2,Rrp 33 = 1− γ22/ 2.
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Comme dans le cas pre´ce´dent, d’apre`s (1-9c) qui exprime les anciennes coordonne´es
x, y, z en fonction des nouvelles x′, y′, z′, on obtient :
Ψ
Rrp
(x′, y′, z′) = Ψ(x, y, z) = Ψ(x′ +∆x′, y′ +∆y′, z′ +∆z′)
avec
∆x′ = γ2 z′ − (γ3 + γ1) y′ − (γ12/ 2− γ22/ 2− γ32/ 2 + γ3γ1)x′,
∆y′ = (γ3 + γ1)x′ + γ2γ1) z′ − (γ3γ1 + γ32/ 2− γ12/ 2) y′,
∆z′ = γ3γ1 y′ − γ2 x′ − γ22/ 2 z′.
Un de´veloppement en se´rie de Taylor au second ordre s’e´crit :
Ψ(x′ +∆x′, y′ +∆y′, z′ +∆z′) = Ψ(x′, y′, z′)
+∆x′
∂Ψ
∂x′
+∆y′
∂Ψ
∂y′
+∆z′
∂Ψ
∂z′
+∆(2nd)
avec :
∆(2nd) =
1
2
[
∆x′2
∂2Ψ
∂x′2
+∆y′2
∂2Ψ
∂y′2
+∆z′2
∂2Ψ
∂z′2
+ 2∆x′∆y′
∂2Ψ
∂y′∂x′
+ 2∆x′∆z′
∂2Ψ
∂z′∂x′
+ 2∆y′∆z′
∂2Ψ
∂z′∂y′
]
·
En ordonnant suivant les puissances de γ, on trouve
Ψ(x′ +∆x′, y′ +∆y′, z′ +∆z′) = Ψ(x′, y′, z′) + γ1
(
x′
∂
∂y′
− y′ ∂
∂x′
)
Ψ(x′, y′, z′)
+ γ2
(
z′
∂
∂x′
− x′ ∂
∂z′
)
Ψ(x′, y′, z′) + γ3
(
x′
∂
∂y′
− y′ ∂
∂x′
)
Ψ(x′, y′, z′)
+ γ2γ1 t21 + γ3γ1 t31 + γ3γ2 t32 + γ1
2 t11 + γ2
2 t22 + γ3
2 t33
avec
t21 =
[
z′ ∂∂y′ − y′z′ ∂
2
∂x′2
+ x′z′ ∂
2
∂y′∂x′ + x
′y′ ∂
2
∂z′∂x′ − x′2 ∂
2
∂z′∂y′
]
Ψ(x′, y′, z′),
t31 =
[
−x′ ∂∂x′ − y′ ∂∂y′ + y′2 ∂
2
∂x′2
+ x′2 ∂
2
∂y′2
− 2x′y′ ∂2∂y′∂x′
]
Ψ(x′, y′, z′),
t32 =
[
y′ ∂∂z′ − y′z′ ∂
2
∂x′2
+ x′z′ ∂
2
∂y′∂x′ + x
′y′ ∂
2
∂z′∂x′ − x′2 ∂
2
∂z′∂y′
]
Ψ(x′, y′, z′),
t11 =
1
2
[
−x′ ∂∂x′ + y′2 ∂
2
∂x′2
+ x′2 ∂
2
∂y′2
− 2x′y′ ∂2∂y′∂x′ − y′ ∂∂y′
]
Ψ(x′, y′, z′),
t22 =
1
2
[
−x′ ∂∂x′ + z′2 ∂
2
∂x′2
+ x′2 ∂
2
∂z′2
− 2x′z′ ∂2∂z′∂x′ − z′ ∂∂z′
]
Ψ(x′, y′, z′),
t33 =
1
2
[
−x′ ∂∂x′ + y′2 ∂
2
∂x′2
+ x′2 ∂
2
∂y′2
− 2x′y′ ∂2∂y′∂x′ − y′ ∂∂y′
]
Ψ(x′, y′, z′).
Les diffe´rents termes tij peuvent s’e´crire sous la forme d’un produit de deux com-
posantes de l’ope´rateur moment angulaire orbital. En re´arrangeant l’ordre de ces
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termes, l’e´galite´ entre la fonction originale et sa transforme´e s’e´crit :
Ψ
Rrp
(x′, y′, z′) = Ψ(x′, y′, z′) +
i
h¯
(γ1Lz′ + γ2Ly′ + γ3Lz′)Ψ(x
′, y′, z′)
− 1
h¯2
(γ2γ1Ly′Lz′ + γ3γ1Lz′
2 + γ3γ2Lz′Ly′)Ψ(x
′, y′, z′)
− 1
2h¯2
(γ1
2Lz′
2 + γ2
2Ly′
2 + γ3
2Lz′
2)Ψ(x′, y′, z′)
soit encore :
Ψ
Rrp
(x′, y′, z′) = Oˆ(γ3, γ2, γ1) Ψ(x′, y′, z′)
avec
Oˆ(γ3, γ2, γ1) =
(
1 +
i
h¯
γ3Lz′ − 1
2h¯2
γ3
2Lz′
2
)
×
(
1 +
i
h¯
γ2Ly′ − 1
2h¯2
γ2
2Ly′
2
)(
1 +
i
h¯
γ1Lz′ − 1
2h¯2
γ1
2Lz′
2
)
.
Cet ope´rateur est e´gal au produit des de´veloppements limite´s jusqu’au second ordre
de 3 ope´rateurs de forme exponentielle. Nous admettrons que pour des rotations
finies, on a :
Ψ
Rrp
(x′, y′, z′) = e
i
h¯
γ3Lz′e
i
h¯
γ2Ly′ e
i
h¯
γ1Lz′Ψ(x′, y′, z′).
L’ope´rateur de rotation en fonction des angles d’Euler est donc :
Rˆ
r
p = e
i
h¯
γ3Lze
i
h¯
γ2Lye
i
h¯
γ1Lz . (1-25)
Cet ope´rateur est bien unitaire et l’ordre des angles γ dans l’expression ci-dessus
montre l’homomorphisme qui existe entre les rotations classiques et quantiques. Le
de´veloppement limite´ au second ordre est essentiel pour e´viter des erreurs dans la
de´termination de l’ope´rateur de rotation. En effet, le de´veloppement au premier
ordre ne fait intervenir que la somme des composantes de l’ope´rateur moment
cine´tique orbital. Par contre, au second ordre, il apparait une somme de produits
de deux composantes : en particulier, on peut noter que les produits Ly′Lz′ et
Lz′Ly′ qui sont diffe´rents sont multiplie´s respectivement par γ2γ1 et par γ3γ2, ce
qui fixe sans ambiguite´ possible la position de γ1 et γ3 dans (1-25).
2.4. Matrices de rotation
Proprie´te´s des e´tats propres de L 2 et de Lz
Dans de nombreux proble`mes de physique il est plus avantageux de travailler en
coordonne´es sphe´riques. Un point quelconque de l’espace est alors de´termine´ par
l’ensemble (r, ϑ, ϕ). L’e´tat du syste`me physique dans le repe`re (S) est donne´ par
Ψ(r, ϑ, ϕ) que l’on peut e´crire :
Ψ(r, ϑ, ϕ) = R(r)Y ml (ϑ, ϕ). (1-26)
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Dans le nouveau repe`re (S′) la forme analytique de la partie radiale reste inchange´e
puisque r′ = r. Toutes les proprie´te´s de transformation seront localise´es dans
la partie angulaire exprime´e par les harmoniques sphe´riques. Soient | l m 〉 les
vecteurs propres des ope´rateursL 2 et Lz avec les valeurs propres respectives h¯
2l(l+
1) et h¯m. On a :
Y ml (ϑ, ϕ) = 〈ϑ, ϕ | l m 〉. (1-27)
L’ope´rateur de rotation, de´fini soit en fonction de la direction u de l’axe de rotation
et de l’angle γ soit en fonction des angles d’Euler, commute avec L 2 mais non avec
Lz. En conse´quence, si le ket | l m 〉 de´crit la partie angulaire du syste`me physique
dans (S), la relation de fermeture
∞∑
l=0
l∑
m′=−l
| l m′ 〉〈 l m′ |= 1 (1-28)
permet d’obtenir dans (S′) :
Rˆ
r
p | l m 〉 = | [ l m ]
Rrp 〉 =
l∑
m′=−l
〈 l m′ | Rˆrp | l m 〉 | l m′ 〉. (1-29a)
On de´finit alors :
〈 l m′ | Rˆrp | l m 〉 = M(l)m′m(P ) (1-30)
et la relation pre´ce´dente s’e´crit :
Rˆ
r
p | l m 〉 =
l∑
m′=−l
M(l)m′m(P ) | l m′ 〉. (1-29b)
Il faut remarquer que la sommation a lieu sur les lignes et non sur les colonnes
comme dans le produit habituel de deux matrices.
Dans les cas ou` la rotation est caracte´rise´e par les angles d’Euler, Wigner a
de´fini la matrice de rotation D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) par (voir la relation (1-C38)) :
D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) = 〈l m′ | e
i
h¯
γ3Lze
i
h¯
γ2Lye
i
h¯
γ1Lz | l m 〉. (1-31)
On peut alors en de´duire la loi de transformation des harmoniques sphe´riques :
〈ϑ′, ϕ′ | Rˆrp | l m 〉 = 〈ϑ′, ϕ′ | [l m]
Rrp 〉 = [Y ml ]
Rrp
(ϑ′, ϕ′)
= 〈ϑ, ϕ | l m 〉 = Yml (ϑ, ϕ)
= 〈ϑ′, ϕ′ | ∑lm′=−l D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) | l m′ 〉
=
∑l
m′=−l D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1)〈ϑ′, ϕ′ | l m′ 〉
=
∑l
m′=−l D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1)Y m
′
l (ϑ
′, ϕ′)
d’ou` le re´sultat :
Y ml (ϑ, ϕ) =
l∑
m′=−l
D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) Y m
′
l (ϑ
′, ϕ′). (1-32a)
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Cette relation indique que la valeur d’une harmonique sphe´rique dans l’ancien
syste`me est une combinaison line´aire des harmoniques sphe´riques de meˆme l dans
le nouveau repe`re. Les coefficients de cette combinaison line´aire sont donne´s par
la matrice de Wigner associe´e a` l’ope´rateur de rotation.
Cette relation s’inverse pour donner :
Ym
′
l (ϑ
′, ϕ′) =
l∑
m=−l
D(l)m′m
∗
(P ; γ3, γ2, γ1) Y
m
l (ϑ, ϕ). (1-32b)
L’e´galite´ ci-dessus signifie que la valeur d’une harmonique sphe´rique dans le nou-
veau repe`re est une combinaison line´aire des harmoniques sphe´riques de meˆme l
dans l’ancien repe`re. Les coefficients de ce de´veloppement sont donne´s par les
e´le´ments de matrice de la rotation inverse.
D’une manie`re ge´ne´rale, on a les relations suivantes :
Ψlm(r, ϑ, ϕ) =
l∑
m′=−l
D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) Ψlm′ (r, ϑ′, ϕ′) (1-33a)
et
Ψlm′(r, ϑ
′, ϕ′) =
l∑
m=−l
D(l)m′m
∗
(P ; γ3, γ2, γ1) Ψlm (r, ϑ, ϕ). (1-33b)
Relations entre les harmoniques sphe´riques et les matrices de Wigner
(α) Soit M le point de coordonne´es x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z =
r cosϑ dans le repe`re (S). Si on passe au syste`me (S′) par :
– une rotation de γ1 = ϕ autour de Oz,
– une rotation de γ2 = ϑ autour de Oy1,
– une rotation de γ3 quelconque autour de Oz2,
le point M aura comme coordonne´es x′ = 0 , y′ = 0, z′ = r . La loi de transfor-
mation des harmoniques sphe´riques donne :
Y ml (ϑ, ϕ) =
l∑
m′=−l
D(l)m′m(P ; γ3, γ2 = ϑ, γ1 = ϕ) Y m
′
l (ϑ
′ = 0, ϕ′)
mais :
Y m
′
l (ϑ
′ = 0, ϕ′) =
√
2l + 1
4π
δm′ 0 (1-34)
d’ou` :
Y ml (ϑ, ϕ) =
√
2l+ 1
4π
D(l)0m(P ; γ3, γ2 = ϑ, γ1 = ϕ). (1-35a)
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En utilisant la de´finition de l’e´le´ment de matrice de rotation re´duit
d
(l)
m′m(P ;ϑ) = 〈 l m′ | e
i
h¯
ϑLy | l m 〉 (1C-39b)
on a :
Yml (ϑ, ϕ) =
√
2l+ 1
4π
d
(l)
0m(P ;ϑ) e
imϕ. (1-35b)
(β) Soit M le point de coordonne´es x = 0, y = 0, z = r dans le repe`re (S) et
soit le repe`re (S′) obtenu en faisant successivement :
– une rotation de γ1 quelconque autour de Oz,
– une rotation de γ2 = ϑ
′ autour de Oy1,
– une rotation de γ3 = ϕ
′ autour de Oz2.
D’apre`s la loi de transformation des coordonne´es :
x′ = −r cosϕ′ sinϑ′ = r cos (π − ϕ′) sinϑ′
y′ = r sinϕ′ sinϑ′ = r sin (π − ϕ′) sinϑ′
z′ = r cosϑ′
d’ou` :
Y m
′
l (ϑ
′, π − ϕ′) =
l∑
m=−l
D(l)m′m
∗
(P ; γ3 = ϕ, γ2 = ϑ, γ1) Y
m′
l (ϑ = 0, ϕ).
D’autre part,
Ym
′
l (ϑ
′, π − ϕ′) = (−1)m′ Ym′l
∗
(ϑ′, ϕ′) (1-36)
ce qui entraˆıne :
Ym
′
l (ϑ
′, ϕ′) = (−1)m′
√
2l+ 1
4π
D(l)m′ 0(P ; γ3 = ϕ′, γ2 = ϑ′, γ1) (1-37a)
et
Ym
′
l (ϑ
′, ϕ′) = (−1)m′
√
2l + 1
4π
d
(l)
m′ 0(P ;ϑ
′) eim
′ϕ′ . (1-37b)
3. Transformation des observables dans E r
3.1. De´finition et proprie´te´s
Pour commencer, conside´rons un ope´rateur local quelconque Oˆ. Si Ψ(r) est la
fonction d’onde d’un champ scalaire, l’action de l’ope´rateur Oˆ sur le ket | Ψ 〉
donne un nouveau ket | Φ 〉 = Oˆ | Ψ 〉 tel que Oˆ(r)Ψ(r) = Φ(r).
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Nous avons vu que pour trouver la transforme´e d’une fonction quelconque
dans une rotation, il suffit de remplacer les anciennes coordonne´es en fonction des
nouvelles :
Oˆ(r)Ψ(r) = Φ(r) = Φ(r(r′)) = Φ
Rrp
(r′)
= Oˆ(r(r′))Ψ
Rrp
(r′).
Si on de´finit :
Oˆ
Rrp
(r′) = Oˆ(r(r′)) (1-38)
on a alors :
Oˆ
Rrp
(r′)Φ
Rrp
(r′) = Oˆ(r)Ψ(r). (1-39)
L’ope´rateur Oˆ
Rrp
est le transforme´ de l’ope´rateur Oˆ dans la rotation faisant passer
du repe`re (S) au repe`re (S′). On obtient en remplac¸ant dans l’ope´rateur Oˆ(r) les
anciennes coordonne´es en fonction des nouvelles. La transformation ainsi de´finie
est telle que les valeurs nume´riques de Oˆ dans (S) d’une part et de OˆR
r
p
dans (S′)
d’autre part restent les meˆmes.
La relation (1-39) s’e´crit dans la notation de Dirac :
〈r′ | OˆR
r
p | ΨR
r
p 〉 = 〈r | Oˆ | Ψ 〉
= 〈r | Rˆrp
†
Oˆ
Rrp
Rˆ
r
p | Ψ 〉 (1-40)
et la loi de transformation des observables est donne´e par :
Oˆ
Rrp
= Rˆ
r
p Oˆ Rˆ
r
p
†
. (1-41)
Il est clair que la de´finition de l’ope´rateur transforme´ et la relation ci-dessus restent
inchange´es si on retire l’hypothe`se de la localite´. Si Oˆ, | Ψ 〉, | Φ 〉 repre´sentent des
grandeurs physiques dans le premier repe`re et Oˆ
Rrp
, | ΨR
r
p 〉, | ΦR
r
p 〉 les grandeurs
correspondantes dans le second repe`re, on a :
〈ΨR
r
p | OˆR
r
p | ΦR
r
p 〉 = 〈Ψ | Rˆrp
†
Rˆ
r
pOˆRˆ
r
p
†
Rˆ
r
p | Φ 〉
= 〈Ψ | Oˆ | Φ 〉. (1-42)
3.2. Ope´rateurs vectoriels et tensoriels
(A) Exemples
(α) Transformation des ope´rateurs Xˆ , Yˆ et Zˆ
Soit le point M de coordonne´es (x, y, z) dans le repe`re (S) et soit | Ψ 〉 un ket
quelconque. D’apre`s la de´finition de l’ope´rateur Xˆ on a :
〈x, y, z, | Xˆ | Ψ 〉 = xΨ(x, y, z) = x 〈x, y, z, | Ψ 〉 (1-43a)
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et de meˆme :
〈x, y, z, | Yˆ | Ψ 〉 = y Ψ(x, y, z) = y 〈x, y, z, | Ψ 〉 (1-43b)
〈x, y, z, | Zˆ | Ψ 〉 = z Ψ(x, y, z) = z 〈x, y, z, | Ψ 〉. (1-43c)
Le transforme´ de l’ope´rateur Xˆ sera Xˆ
Rrp
tel que :
〈x′, y′, z′, | XˆR
r
p | ΨR
r
p 〉 = 〈x, y, z, | Xˆ | Ψ 〉
= x Ψ(x, y, z)
= x Ψ
Rrp
(x′, y′, z′)
= x 〈x′, y′, z′ | ΨR
r
p 〉.
De plus, on peut exprimer x en fonction des coordonne´es de M dans le nouveau
repe`re (E´q. (1-9c)) :
x = Rrp 11 x′ + R
r
p 21
y′ + Rrp 31 z′.
On en de´duit :
〈x′, y′, z′, | XˆR
r
p | ΨR
r
p 〉 = (Rrp 11 x′ + R
r
p 21
y′ + Rrp 31 z′ )〈x′ y′ z′ | Ψ
Rrp 〉.
Soient maintenant Xˆ ′ , Yˆ ′ et Zˆ ′ les ope´rateurs de´finis par les meˆmes relations que
Xˆ , Yˆ et Zˆ mais pour un observateur dans le repe`re (S′) :
〈x′, y′, z′, | Xˆ ′ | ΨR
r
p 〉 = x′ ΨR
r
p
(x′, y′, z′) = x′ 〈x′, y′, z′ | ΨR
r
p 〉 (1-44a)
〈x′, y′, z′, | Yˆ ′ | ΨR
r
p 〉 = y′ ΨR
r
p
(x′, y′, z′) = y′ 〈x′, y′, z′ | ΨR
r
p 〉 (1-44b)
〈x′, y′, z′, | Zˆ ′ | ΨR
r
p 〉 = z′ ΨR
r
p
(x′, y′, z′) = z′ 〈x′, y′, z′ | ΨR
r
p 〉. (1-44c)
On a donc :
Xˆ
Rrp
= Rˆ
r
pXˆRˆ
r
p
†
= Rrp 11 Xˆ ′ + R
r
p 21
Yˆ ′ + Rrp 31 Zˆ ′. (1-45)
Par un raisonnement analogue sur les autres composantes, on trouve :
Xˆ
Yˆ
Zˆ
 −→

Xˆ
Rrp
Yˆ
Rrp
Zˆ
Rrp
 =

Rˆ
r
pXˆRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pYˆ Rˆ
r
p
†
Rˆ
r
pZˆRˆ
r
p
†
 (1-46a)
avec : 
Rˆ
r
pXˆRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pYˆ Rˆ
r
p
†
Rˆ
r
pZˆRˆ
r
p
†
 =

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


Xˆ ′
Yˆ ′
Zˆ ′
 . (1-46b)
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Si on conside`re la loi de transformation des formes analytiques, les relations (1-46a)
et (1-46b) deviennent :
Xˆ
Yˆ
Zˆ
 −→

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


Xˆ
Yˆ
Zˆ
 . (1-46c)
(β ) Transformation des ope´rateurs Pˆx , Pˆy et Pˆz
Comme au paragraphe pre´ce´dent, nous avons :
〈x′, y′, z′, | PˆR
r
p
x | Ψ
Rrp 〉 = 〈x, y, z, | Pˆx | Ψ 〉
=
h¯
i
∂Ψ
∂x
(x, y, z) =
h¯
i
∂Ψ
Rrp
∂x
(x′, y′, z′) (1-47)
mais on sait que :
∂
∂x
=
∂x′
∂x
∂
∂x′
+
∂y′
∂x
∂
∂y′
+
∂z′
∂x
∂
∂z′
= Rrp 11
∂
∂x′
+ Rrp 21
∂
∂y′
+ Rrp 31
∂
∂z′
soit :
〈x′, y′, z′, | PˆR
r
p
x | Ψ
Rrp 〉 = h¯
i
(
Rrp 11
∂
∂x′
+Rrp 21
∂
∂y′
+Rrp 31
∂
∂z′
)
Ψ
Rrp
(x′, y′, z′).
Si Pˆx′ , Pˆy′ et Pˆz′ sont les ope´rateurs de´finis par les meˆmes proprie´te´s que Pˆx, Pˆy
et Pˆz mais pour un observateur dans le repe`re (S′), on a
Pˆ
Rrp
x = Rrp 11 Pˆx′ + R
r
p 21
Pˆy′ + Rrp 31 Pˆz′ . (1-48)
Avec les autres composantes, on en de´duit :
Pˆx
Pˆy
Pˆz
 −→

Pˆ
Rrp
x
Pˆ
Rrp
y
Pˆ
Rrp
z
 =

Rˆ
r
pPˆxRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pPˆyRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pPˆzRˆ
r
p
†
 (1-49a)
avec : 
Rˆ
r
pPˆxRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pPˆyRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pPˆzRˆ
r
p
†
 =

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


Pˆx′
Pˆy′
Pˆz′
 . (1-49b)
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La loi de transformation des formes analytiques s’e´crit donc :
Pˆx
Pˆy
Pˆz
 −→

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


Pˆx
Pˆy
Pˆz
 . (1-49c)
(γ ) Transformation des ope´rateurs Lˆx , Lˆy et Lˆz
On peut utiliser les re´sultats pre´ce´dents pour calculer les transforme´es des compo-
santes de l’ope´rateur moment cine´tique orbital. Par exemple, pour la composante
suivant l’axe Ox :
Lˆ
Rrp
x = Rˆ
r
pLˆxRˆ
r
p
†
= Rˆ
r
p[Yˆ Pˆz − ZˆPˆy]Rˆ
r
p
†
= Rˆ
r
pYˆ PˆzRˆ
r
p
† − RˆrpZˆPˆyRˆ
r
p
†
= Rˆ
r
pYˆ Rˆ
r
p
†
Rˆ
r
pPˆzRˆ
r
p
† − RˆrpZˆRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pPˆyRˆ
r
p
†
.
Chacun des produits peut eˆtre de´veloppe´ en utilisant les relations (1-46b)
et (1-49b), ce qui se traduit par :
Lˆ
Rrp
x = (Rrp 12Xˆ ′ +R
r
p 22
Yˆ ′ +Rrp 32Zˆ ′ )(R
r
p 13
Pˆx′ +Rrp 23Pˆy′ +R
r
p 33
Pˆz′ )
−(Rrp 13Xˆ ′ +R
r
p 23
Yˆ ′ +Rrp 33Zˆ ′ )(R
r
p 12
Pˆx′ +Rrp 22Pˆy′ +R
r
p 32
Pˆz′ )
= Rrp 12R
r
p 23
(Xˆ ′Pˆy′ − Yˆ ′Pˆx′) + Rrp 12R
r
p 33
(Xˆ ′Pˆz′ − Zˆ ′Pˆx′)
+Rrp 22R
r
p 13
(Yˆ ′Pˆx′ − Xˆ ′Pˆy′) + Rrp 22R
r
p 33
(Yˆ ′Pˆz′ − Zˆ ′Pˆy′)
+Rrp 32R
r
p 13
(Zˆ ′Pˆx′ − Xˆ ′Pˆz′) + Rrp 32R
r
p 23
(Zˆ ′Pˆy′ − Yˆ ′Pˆz′)
= Lˆx′(Rrp 22R
r
p 33
− Rrp 32R
r
p 23
) + Lˆy′(Rrp 32R
r
p 13
− Rrp 12R
r
p 33
)
+ Lˆz′(Rrp 12R
r
p 23
− Rrp 22R
r
p 13
).
Mais :
(i) Rrp 22R
r
p 33
− Rrp 32R
r
p 23
= Rrp 11
(ii) Rrp 32R
r
p 13
− Rrp 12R
r
p 33
= Rrp 21
(iii) Rrp 12R
r
p 23
− Rrp 22R
r
p 13
= Rrp 31
d’ou` :
Lˆ
Rrp
x = Rˆ
r
pLˆxRˆ
r
p
†
= Rrp 11Lˆx′ + R
r
p 21
Lˆy′ + Rrp 31Lˆz′ . (1-50)
On a alors : 
Lˆx
Lˆy
Lˆz
 −→

Lˆ
Rrp
x
Lˆ
Rrp
y
Lˆ
Rrp
z
 =

Rˆ
r
pLˆxRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pLˆyRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pLˆzRˆ
r
p
†
 (1-51a)
Ann. Phys. Fr. 26 • No 6 • 2001
Rotations passives 23
avec : 
Rˆ
r
pLˆxRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pLˆyRˆ
r
p
†
Rˆ
r
pLˆzRˆ
r
p
†
 =

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


Lˆx′
Lˆy′
Lˆz′
 . (1-51b)
La loi de correspondance s’e´tablit donc par :
Lˆx
Lˆy
Lˆz
 −→

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


Lˆx
Lˆy
Lˆz
 . (1-51c)
(B) De´finition
Les ope´rateurs (Xˆ , Yˆ , Zˆ), (Pˆx, Pˆy, Pˆz) et (Pˆx, Pˆy, Pˆz) se transforment de la
meˆme manie`re : ce sont des ope´rateurs vectoriels. La loi de transformation qui leur
est associe´e est particulie`rement simple : soit Vˆ un ope´rateur vectoriel quelconque.
Il est de´fini par ses composantes Vˆx, Vˆy et Vˆz dans le repe`re (S) telles que :
Vˆx = Vˆ · ex ,
Vˆy = Vˆ · ey ,
Vˆz = Vˆ · ez . (1-52)
Pour un observateur dans le repe`re (S′), la forme analytique de chacune des com-
posantes devient une combinaison line´aire des autres composantes :
Vˆx
Vˆy
Vˆz
 −→

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


Vˆx
Vˆy
Vˆz
 . (1-53)
Soit maintenant un vecteur unitaire quelconque n. On peut de´finir l’ope´rateur
Vˆn par :
Vˆn = Vˆ · n (1-54a)
on a donc :
Vˆn = nxVˆx + nyVˆy + nzVˆz (1-54b)
ou` nx, ny et nz sont les trois composantes du vecteur n dans le repe`re (S). Alors
la loi de transformation s’e´crit :
Vˆ · n = Vˆn → nx (Rrp 11 Vˆx + R
r
p 21
Vˆy + Rrp 31 Vˆz)
+ny (Rrp 12 Vˆx + R
r
p 22
Vˆy + Rrp 32 Vˆz)
+nz (Rrp 13 Vˆx + R
r
p 23
Vˆy + Rrp 33 Vˆz).
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Si on regroupe les diffe´rents termes suivant les composantes carte´siennes de l’ope´rateur
on obtient :
Vˆn → (nxRrp 11 + nyR
r
p 12
+ nzRrp 13) Vˆx + (nxR
r
p 21
+ nyRrp 22 + nzR
r
p 23
) Vˆy
+(nxRrp 31 + nyR
r
p 32
+ nzRrp 33) Vˆz
= n′x′ Vˆx + n
′
y′ Vˆy + n
′
z′ Vˆz
= Vˆ · n′
ou` n′ est le vecteur n vu par un observateur dans (S′) (relation (1B-15a) applique´e
au vecteur n). En conclusion, la loi de transformation d’un ope´rateur vectoriel est
donne´e par
Vˆ · n → Vˆ · n′ . (1-55)
(C) Ope´rateurs tensoriels irre´ductibles
Comme pour un vecteur ordinaire, on peut de´finir les composantes standard d’un
ope´rateur vectoriel (comple´ment B) :
Vˆ1 =
−1√
2
( Vˆx + iVˆy )
Vˆ0 = Vˆz
Vˆ−1 =
1√
2
( Vˆx − iVˆy ) (1-56)
et re´ciproquement
Vˆx =
1√
2
( Vˆ−1 − Vˆ1 )
Vˆz = Vˆ0
Vˆy =
i√
2
( Vˆ1 + Vˆ−1 ). (1-57)
Dans le repe`re (S′) on a des relations analogues entre les coordonne´es carte´siennes
et standard :
Vˆ
Rrp
1 =
−1√
2
(Vˆ
Rrp
x + i Vˆ
Rrp
y ) =
−1√
2
[
(Rrp 11 Vˆ ′x′ + R
r
p 21
Vˆ ′y′ + Rrp 31 Vˆ ′z′)
+ i (Rrp 12 Vˆ ′x′ + R
r
p 22
Vˆ ′y′ + Rrp 32 Vˆ ′z′)
]
c’est-a`-dire :
Vˆ
Rrp
1 =
−1√
2
(
[
Rrp 11
1√
2
( Vˆ ′−1 − Vˆ ′1 )
]
+
[
Rrp 21 i
1√
2
( Vˆ ′1 + Vˆ
′
−1 )
]
+Rrp 31 Vˆ ′0 )
=
[Rrp 11 +Rrp 22
2
+ i
Rrp 12 −R
r
p 21
2
]
Vˆ ′1 −
[Rrp 31 + iRrp 32√
2
]
Vˆ ′0
+
[Rrp 22 −Rrp 11
2
− iR
r
p 12
+Rrp 21
2
]
Vˆ ′−1.
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On retrouve la meˆme loi de transformation que pour un vecteur habituel (1B-17) :
Vˆ
Rrp
1 = D(1)1 1 (P ; γ3, γ2, γ1) Vˆ ′1 + D(1)0 1 (P ; γ3, γ2, γ1) Vˆ ′0 + D(1)−1 1(P ; γ3, γ2, γ1) Vˆ ′−1
et en ge´ne´ral on a pour un ope´rateur vectoriel :
Vˆ
Rrp
ν =
1∑
ν′=−1
D(1)ν′ ν(P ; γ3, γ2, γ1) Vˆ ′ν′ (1-59a)
On peut de´finir d’une manie`re plus ge´ne´rale par Tˆk un ope´rateur tensoriel irre´-
ductible d’ordre k dont les composantes se transforment suivant les relations :
Tˆ km → Rˆ
r
p Tˆ
k
m Rˆ
r
p
†
=
[
Tˆ km
]Rrp
=
k∑
m′=−k
D(k)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) Tˆ
′ k
m′ . (1-60a)
Dans cette formule il faut remarquer que Tˆ et Tˆ ′ ont la meˆme forme analytique
mais sont vus par des observateurs dans deux repe`res diffe´rents.
En particulier, les harmoniques sphe´riques Yl(ϑ, ϕ) en tant qu’ope´rateurs sont
irre´ductibles et d’ordre l :
Yml (ϑ, ϕ) → Rˆ
r
p Y
m
l (ϑ, ϕ) Rˆ
r
p
†
= [Yml (ϑ, ϕ)]
Rrp
=
l∑
m′=−l
D(l)m′m(P ; γ3, γ2, γ1)Y m
′
l (ϑ
′ϕ′). (1-61)
La loi de correspondance entre les formes analytiques s’e´crit pour les cas pre´ce´-
dents :
Vˆν →
1∑
ν′=−1
D(1)ν′ ν(P ; γ3, γ2, γ1) Vˆν′ (1-59b)
et
Tˆ km →
k∑
m′=−k
D(k)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) Tˆ km′ . (1-60b)
4. Transformation d’un champ de spineurs
On sait que les nucle´ons – protons et neutrons – sont des fermions et posse`dent
un spin intrinse`que s = 1/2. Les lois de transformation donne´es pour un champ
scalaire ne s’appliquent donc pas. Nous allons dans un premier temps envisager
uniquement les lois de transformation des spineurs puis ensuite des champs de
spineurs.
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4.1. Loi de transformation dans Es
(A) Transformation des spineurs et ope´rateur de rotation
Soit une particule de spin s quelconque. Son e´tat est caracte´rise´ dans l’espace
intrinse`que Es par un ket | s m 〉. A` la rotation qui fait passer du repe`re (S) a`
(S′) correspond l’ope´rateur quantique Rˆsp. Si la rotation est de´finie par l’angle de
γ et l’axe u, il s’e´crit
Rˆ
s
p = e
i
h¯
γu·S . (1-62)
Dans le cas particulier ou` s = 1/2 cet ope´rateur s’e´crit simplement en fonction des
matrices de Pauli (1C-1) :
Rˆ
s
p = e
i γ
2
u·σ . (1-63)
En de´veloppant en se´rie de Taylor et en utilisant la relation
(σ ·A)(σ ·B) = A ·B+ iσ · (A ∧B) (1-64a)
qui s’e´crit dans le cas particulier :
(σ · u)(σ · u) = 1. (1-64b)
L’ope´rateur de rotation pour une particule de spin 1/2 a une forme particulie`re-
ment simple :
Rˆ
s
p = cos
γ
2
I + i sin
γ
2
σ · u (1-65)
ou` I est la matrice identite´ a` 2 lignes et 2 colonnes.
On peut aussi exprimer cet ope´rateur de rotation en fonction de l’ope´rateur de
spin S = (h¯/2)σ :
Rˆ
s
p = cos
γ
2
I + 2
i
h¯
sin
γ
2
S · u . (1-66)
Lorsque l’ope´rateur de rotation est de´fini par les angles d’Euler, on a :
Rˆ
s
p = e
i
h¯
γ3Sze
i
h¯
γ2Sye
i
h¯
γ1Sz . (1-67)
Si l’e´tat du physique est de´crit dans le repe`re (S) par le ket | s m 〉, dans le nouveau
repe`re (S′) le meˆme e´tat physique sera de´crit par le ket | [s m]
Rsp 〉 tel que :
| s m 〉 →| [s m]
Rsp 〉 = Rˆsp | s m 〉
=
s∑
m′=−s
[ Rˆ
s
p ]m′m | s m
′ 〉. (1-68a)
En particulier pour une rotation de´finie par les angles d’Euler, on a :
| s m 〉 →| [s m]
Rsp 〉 = Rˆsp | s m 〉
=
s∑
m′=−s
D(s)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) | s m′ 〉. (1-68b)
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Remarque. Bien que le but principal de ce paragraphe soit de traiter les trans-
formations des champs de spineurs a` deux composantes, c’est-a`-dire des champs
associe´s aux particules de spin s = 1/2, on peut noter que les relations (1-62),
(1-67), (1-68a) et (1-68b) sont ge´ne´rales et restent valables pour un spin quel-
conque. Il en est de meˆme pour la loi de transformation des observables qui sera
donne´e au paragraphe suivant (relations (1-75) et (1-76)).
Exemple : s = 1/2.
Soit n un vecteur unitaire de´termine´ dans le repe`re (S) par ses angles polaire ϑ et
azimutal ϕ. L’ope´rateur S ·n = Sxnx+Syny+Sznz s’e´crit sous forme matricielle :
S · n = h¯
2
 cosϑ sinϑe−iϕ
sinϑeiϕ − cosϑ
 . (1-69)
La diagonalisation de cette matrice donne deux vecteurs propres note´s
| 1/2 1/2 〉n et | 1/2 − 1/2 〉n avec les valeurs propres respectives h¯/2 et −h¯/2.
Ces vecteurs propres se de´veloppent sur la base des e´tats propres de l’ope´rateur Sz :
| 1/2 1/2 〉n = cos
ϑ
2
e−iϕ/2 | 1/2 1/2 〉+ sin ϑ
2
eiϕ/2 | 1/2 − 1/2 〉, (1-70a)
| 1/2 −1/2 〉n = − sin
ϑ
2
e−iϕ/2 | 1/2 1/2 〉+ cos ϑ
2
eiϕ/2 | 1/2 − 1/2 〉. (1-70b)
Soit (S′) le repe`re obtenu par une rotation de l’angle ϕ autour de l’axe Oz suivie
d’une rotation de l’angle ϑ autour du nouvel axe Oy. Il est clair que dans le
nouveau repe`re, le vecteur unitaire n co¨ıncidera avec l’axe Oz. Supposons que
dans le repe`re (S) la particule de spin s = 1/2 soit dans l’e´tat quantique de´crit par
le ket | 1/2 1/2 〉n. Dans (S′), ce meˆme e´tat sera repre´sente´ par le ket | 1/2 1/2 〉.
Nous allons retrouver ce re´sultat a` partir du paragraphe pre´ce´dent :
Rˆ
s
p| 1/2 1/2 〉n = cos
ϑ
2
e−iϕ/2 Rˆ
s
p | 1/2 1/2 〉+ sin
ϑ
2
eiϕ/2 Rˆ
s
p | 1/2 − 1/2 〉.
(1-71)
Mais d’apre`s l’e´quation (1-68b) et la forme de la matrice de rotation donne´e
par (1C-8), on a (γ1 = ϕ, γ2 = ϑ et γ3 = 0) :
Rˆ
s
p | 1/2 1/2 〉 = cos
ϑ
2
eiϕ/2 | 1/2 1/2 〉 − sin ϑ
2
eiϕ/2 | 1/2 − 1/2 〉 (1-72)
et
Rˆ
s
p | 1/2 − 1/2 〉 = sin
ϑ
2
e−iϕ/2 | 1/2 1/2 〉+ cos ϑ
2
e−iϕ/2 | 1/2 − 1/2 〉
(1-73)
d’ou` le re´sultat attendu :
Rˆ
s
p| 1/2 1/2 〉n = | 1/2 1/2 〉. (1-74)
Ann. Phys. Fr. 26 • No 6 • 2001
28 Rotations et moments angulaires en me´canique quantique
(B) Transformation des observables
La loi de transformation des observables agissant dans l’espace des spins intrin-
se`ques est la meˆme que dans l’espace Er :
Oˆ
Rsp
= Rˆ
s
p Oˆ Rˆ
s
p
†
(1-75)
tel que :
〈 [s m]
Rsp | OˆR
s
p | [s m′]
Rsp 〉 = 〈 s m | Oˆ | s m′ 〉. (1-76)
Exemple. Le cas particulier de´fini dans le paragraphe pre´ce´dent va nous permettre
de mieux comprendre cette loi de transformation. Si un observateur dans le re-
pe`re (S) effectue une mesure de la grandeur physique repre´sente´e par l’observable
S · n, le re´sultat qu’il obtiendra sera donne´ par la valeur propre associe´e a` l’e´tat
propre | 1/2 1/2 〉n :
On = n〈 1/2 1/2 | S · n | 1/2 1/2 〉n =
h¯
2
· (1-77)
Puisque cette valeur est la valeur propre de l’ope´rateur transforme´ (S · n)
Rsp
d’apre`s (1-75) et (1-76) et que l’e´tat propre transforme´ est | 1/2 1/2 〉, on en
de´duit que :
(S · n)
Rsp
= Sz′ (1-78)
ou` Sz′ est l’ope´rateur de´fini de la meˆme manie`re que Sz mais pour un observa-
teur dans (S′). Nous allons retrouver ce re´sultat a` partir de la de´finition d’une
observable transforme´e :
(S · n)
Rsp
= e
i
h¯
ϑSy e
i
h¯
ϕSz (S · n) e− ih¯ϕSz e− ih¯ϑSy . (1-79)
On peut exprimer ces diffe´rents ope´rateurs en fonction des matrices de Pauli :
e
i
h¯
ϑSy = cos
ϑ
2
I + i sin
ϑ
2
σy ; e
i
h¯
ϕSz = cos
ϕ
2
I + i sin
ϕ
2
σz (1-80)
e−
i
h¯
ϕSz = cos
ϕ
2
I − i sin ϕ
2
σz ; e
− i
h¯
ϑSy = cos
ϑ
2
I − i sin ϑ
2
σy (1-81)
d’ou` :
Rˆ
s
p = cos
ϑ
2
cos
ϕ
2
−i sin ϑ
2
sin
ϕ
2
σx +i sin
ϑ
2
cos
ϕ
2
σy +i cos
ϑ
2
sin
ϕ
2
σz (1-82a)
et :
Rˆ
s
p
†
= cos
ϑ
2
cos
ϕ
2
+ i sin
ϑ
2
sin
ϕ
2
σx − i sin ϑ
2
cos
ϕ
2
σy − i cos ϑ
2
sin
ϕ
2
σz .
(1-82b)
De meˆme pour l’ope´rateur S · n :
S · n = h¯
2
(sinϑ cosϕ σx + sinϑ sinϕ σy + cosϑ σz) (1-83)
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ou encore en fonction des angles ϑ/2 et ϕ/2 :
S · n = h¯ sin ϑ
2
cos
ϑ
2
(1− 2sin2ϕ
2
) σx + 2h¯ sin
ϑ
2
cos
ϑ
2
sin
ϕ
2
cos
ϕ
2
σy
+
h¯
2
(1− 2sin2ϑ
2
) σz . (1-84)
En utilisant les relations :
σyσz = i σx ; σzσy = −i σx (1-85)
on trouve :
(S · n)
Rsp
=
h¯
2
( a+bσx+cσy+dσz )( b
′σx+c′σy+d′σz )( a−bσx−cσy−dσz ) (1-86)
avec :
a = cos
ϑ
2
cos
ϕ
2
b = − i sin ϑ
2
sin
ϕ
2
b′ = sin
ϑ
2
cos
ϑ
2
(
1− 2sin2ϕ
2
)
c = i sin
ϑ
2
cos
ϕ
2
c′ = 2 sin
ϑ
2
cos
ϑ
2
sin
ϕ
2
cos
ϕ
2
d = i cos
ϑ
2
sin
ϕ
2
d′ =
1
2
(
1− 2sin2ϑ
2
)
. (1-87)
En effectuant le produit, on trouve finalement :
(S · n)
Rsp
=
h¯
2
σz = Sz. (1-88)
Remarque. Le vecteur n a pour composantes nx = sinϑ cosϕ, ny = sinϑ sinϕ,
nz = cosϑ dans (S) et nx = ny = 0, nz = 1 dans (S′). Le produit scalaire S · n
devient e´gal a` Sz dans ce dernier repe`re. L’ope´rateur S est donc un ope´rateur
vectoriel.
(C) Cas des spins demi-entiers
Conside´rons toujours le cas d’une particule de spin s = 1/2. D’apre`s la
relation (1-65), on a pour une rotation d’un angle 2π autour de l’axe u :
Rˆ
s
p(2π) = −I.
En d’autres termes, bien qu’une rotation d’un angle de 2π rame`ne au point de
de´part, l’ope´rateur de rotation quantique correspondant n’est pas ne´cessairement
e´gal a` l’identite´. Il en est ainsi en ge´ne´ral pour les spins demi-entiers. Par contre,
on a toujours Rˆ
s
p(4π) = I. Bien qu’il y ait correspondance biunivoque entre les
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rotations infinite´simales classiques et quantiques, il n’en est pas de meˆme pour
les rotations finies. Lorsque s est demi-entier, a` chaque rotation classique Rp
correspond deux ope´rateurs Rˆ
s
p et −Rˆ
s
p. De meˆme, la relation (1-21) n’est plus
valable et doit eˆtre remplace´e par :
Rˆsp = ± Rˆsp2Rˆsp1 . (1-89)
Une discussion plus approfondie est donne´e dans le comple´ment C.
4.2. Transformation dans l’espace complet Er ⊗ Es
(A) De´finitions
L’e´tat physique d’une particule de spin 1/2 dans l’espace Er ⊗ Es sera de´crit par
un ket | Ψ 〉 qui peut eˆtre de´veloppe´ sur la base | r m 〉. La relation de fermeture
1/2∑
m=−1/2
∫
d3r | r m 〉〈 r m |= 1 (1-90)
permet d’e´crire :
| Ψ 〉 =
1/2∑
m′=−1/2
∫
d3r′ | r′ m′ 〉〈 r′ m′ | Ψ 〉 . (1-91)
La relation d’orthogonalite´
〈 r′ m′ | r m 〉 = δ( r′ − r ) δm′m (1-92)
donne alors :
〈 r m | Ψ 〉 = Ψm(r) (1-93)
ce qui donne le de´veloppement suivant du ket | Ψ 〉 :
| Ψ 〉 =
1/2∑
m=−1/2
∫
d3r | r m 〉Ψm(r) . (1-94)
L’e´tat physique est donc parfaitement de´termine´ par les fonctions Ψ−1/2 et Ψ1/2.
On peut de´crire l’ensemble de ces fonctions sous la forme d’un spineur
[
Ψ
]
a`
2 composantes : [
Ψ
]
( r ) =
(
Ψ1/2(r)
Ψ−1/2(r)
)
(1-95)
et d’apre`s la relation d’orthogonalite´, on a la repre´sentation {r} :
〈 r | Ψ 〉 =
1/2∑
m=−1/2
Ψm(r) | m 〉 . (1-96)
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Le bra associe´ 〈Ψ | s’e´crit en de´veloppant de la meˆme manie`re :
〈Ψ |=
1/2∑
m=−1/2
∫
d3r 〈Ψ | rm 〉 〈 r m |=
1/2∑
m=−1/2
∫
d3r Ψ∗m(r)〈 r m | .
(1-97)
Ce qui permet de de´finir le spineur adjoint :[
Ψ
]†
( r ) =
(
Ψ∗1/2(r) Ψ
∗
−1/2(r)
)
. (1-98)
Le produit scalaire s’exprime en fonction de ces deux spineurs de la manie`re sui-
vante :
〈Φ | Ψ 〉 =
1/2∑
m=−1/2
1/2∑
m′=−1/2
∫∫
d3rd3r′ Φ∗m′(r
′)Ψm(r) 〈 r′ m′ | r m 〉
=
1/2∑
m=−1/2
∫
d3r Φ∗m(r)Ψm(r)
=
∫
d3r
[
Φ
]†
( r )
[
Ψ
]
( r ) . (1-99)
Convention. Par la suite la sommation sur les e´tats intrinse`ques 1/2 et −1/2 ne
sera plus e´crite explicitement.
(B) Transformation des champs de spineurs par rotation
Si l’e´tat physique est repre´sente´ par le ket | Ψ 〉 dans le repe`re (S), ce meˆme e´tat
sera de´crit dans le repe`re (S′) par le ket | ΨRp 〉 de´fini par :
| ΨRp 〉 = Rˆp | Ψ 〉 (1-100)
avec :
Rˆp = Rˆ
r
p Rˆ
s
p. (1-101)
Les ope´rateurs Rˆ
r
p et Rˆ
s
p agissent dans deux espaces diffe´rents et donc commutent.
Si on injecte la relation de fermeture dans l’e´galite´ pre´ce´dente, on trouve :
| ΨRp 〉 = Rˆp
∑
m
∫
d3r | r m 〉〈 r m | Ψ 〉
=
∑
m
∫
d3r Rˆp | r m 〉〈 r m | Ψ 〉
=
∑
m
∑
m′′
∫∫
d3rd3r′′ | r′′ m′′ 〉〈 r m | Ψ 〉〈 r′′ m′′ | Rˆp | r m 〉
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mais :
〈 r′′ m′′ | Rˆp | r m 〉 = 〈 r′′ | Rˆrp | r 〉 〈m′′ | Rˆ
s
p | m 〉
= δ( r′′ − r′ ) [ Rˆsp ]m′′m (1-102)
avec
r
′ = Rrp (r ) (1-9a)
soit :
| ΨRp 〉 =
∑
m
∑
m′
∫
d3r′[ Rˆ
s
p ]m′m Ψm(r) | r
′m′ 〉 . (1-103a)
Mais si on de´finit comme pour un champ scalaire :
Ψ
Rrp
m ( r
′ ) = Ψm(r) (1-104)
obtenu en remplac¸ant dans Ψm(r) les anciennes coordonne´es x, y, z en fonction des
nouvelles x′, y′, z′, le ket transforme´ se de´veloppe ainsi :
| ΨRp 〉 = Rˆp | Ψ 〉 =
∑
m
∑
m′
∫
d3r′[ Rˆ
s
p ]m′m Ψ
Rrp
m (r
′) | r′m′ 〉 . (1-103b)
D’apre`s la relation (1-94), on peut e´crire pour un observateur dans le repe`re (S′) :
| ΨRp 〉 =
∑
m′
∫
d3r′ Ψ
Rp
m′ (r
′) | r′m′ 〉 . (1-105)
En identifiant (1-103a) et (1-103b) avec l’e´galite´ pre´ce´dente, on trouve :
Ψ
Rp
m′ (r
′) =
∑
m
[ Rˆ
s
p ]m′m Ψm(r) (1-106a)
ou encore :
Ψ
Rp
m′ (r
′) =
∑
m
[ Rˆ
s
p ]m′m Ψ
Rrp
m (r
′) (1-106b)
L’e´galite´ (1-106a) est l’e´quivalent de la relation
Ψ
Rrp
(r′) = Ψ(r) (1-18)
valable pour un champ scalaire.
Les relations (1-106a) et (1-106b) s’e´crivent sous forme matricielle (on remar-
quera la sommation sur les indices de colonne) : Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =
Rˆsp
 Ψ1/2(r)
Ψ−1/2(r)
 (1-107a)
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 Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =
Rˆsp

 Ψ
Rrp
1/2(r
′)
Ψ
Rrp
−1/2(r
′)
 . (1-107b)
Signalons enfin la relation analogue a` (1-96) :
〈 r′ | ΨRp 〉 =
∑
m′
Ψ
Rp
m′ (r
′) | m′ 〉 . (1-108)
Le ket transforme´ peut s’e´crire aussi sous la forme d’un spineur a` 2 composantes :
[
Ψ
Rp ]
( r′ ) =
 Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 . (1-109)
Le bra conjugue´ associe´ au ket | ΨRp 〉 est :
〈ΨRp |=
∑
m′
∫
d3r′ Ψ
Rp
m′
∗ 〈 r′m′ | (1-110)
et le spineur adjoint s’e´crit :[
Ψ
Rp ]†
( r′ ) =
(
Ψ
Rp
1/2
∗
(r′) Ψ
Rp
−1/2
∗
(r′)
)
. (1-111)
Les relations (1-106a) et (1-106b) s’e´crivent sous forme matricielle et en terme de
spineurs : [
Ψ
Rp ]
( r′ ) =
(
Rˆ
s
p
) [
Ψ
]
( r ) (1-112)
ou [
Ψ
Rp ]
( r′ ) =
(
Rˆ
s
p
) [
Ψ
Rrp ]
( r′ ) . (1-113)
Dans les e´galite´s ci-dessus la matrice de rotation sera exprime´e soit en fonction
d’un vecteur unitaire et d’un angle de rotation, soit en fonction des angles d’Euler.
L’ope´rateur Rˆp e´tant le produit de deux ope´rateurs unitaires est lui-meˆme
unitaire. On a donc conservation du produit scalaire :
〈Φ | Ψ 〉 = 〈Φ | Rˆp† Rˆp | Ψ 〉 = 〈ΦRp | ΨRp 〉 . (1-114)
On peut retrouver ce re´sultat en de´veloppant sur la base comple`te | rm 〉. Ce
produit scalaire de´fini entre deux kets transforme´s s’exprime de la meˆme manie`re
que dans le repe`re (S) :
〈ΦRp | ΨRp 〉 =
∑
m′
∫
d3r′ Φ
Rp
m′
∗
(r′) Ψ
Rp
m′ (r
′) . (1-115)
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On peut remplacer Ψ
Rp
m′ (r
′) par l’e´galite´ (1-106a) et Φ
Rp
m′
∗
(r′) par la relation
complexe conjugue´e. L’unitarite´ de l’ope´rateur Rˆ
s
p entraˆıne finalement :
〈ΦRp | ΨRp 〉 =
∑
m
∫
d3r Φ∗m(r)Ψm(r) = 〈Φ | Ψ 〉
ce qui est la relation cherche´e.
Nous avons vu que pour un champ scalaire l’amplitude de probabilite´ de trouver
une particule sans spin ne de´pendait pas du repe`re mais seulement du syste`me
physique :
Ψ
Rrp
(r′) = Ψ(r) .
Nous allons maintenant voir quelle est la relation e´quivalente pour un champ de
spineurs. Rappelons d’abord les e´galite´s obtenues dans l’espace Er :
Rˆ
r
p | r 〉 = | r′ 〉
〈 r′ | = 〈 r | Rˆrp
†
〈 r | = 〈 r′ | Rˆrp .
De meˆme dans l’espace Es, nous aurons :
Rˆ
s
p | m 〉 = | [m ]
Rsp 〉
〈 [m ]Rsp | = 〈m | Rˆsp
†
〈m | = 〈 [m ]Rsp | Rˆsp .
On en de´duit :
〈 rm | Ψ 〉 = 〈 r′ [m ]Rsp | Rˆrp Rˆ
s
p | Ψ 〉
= 〈 r′ [m ]Rsp | Rˆp | Ψ 〉
= 〈 r′ [m ]Rsp | ΨRp 〉 . (1-116)
Cette e´galite´ s’interpre`te facilement : le terme de gauche repre´sente pour un ob-
servateur dans le repe`re (S) l’amplitude de probabilite´ de trouver la particule au
point M de coordonne´es x, y, z avec son spin dans un e´tat bien de´fini. Pour un
observateur dans le repe`re (S′), le membre de droite repre´sente l’amplitude de
trouver la particule au meˆme point de coordonne´es x′, y′, z′ avec son spin dans le
meˆme e´tat mais vu ” transforme´ ”. L’e´galite´ entre ces deux membres traduit le
fait que cette amplitude de´pend du syste`me physique mais pas du syste`me d’axes.
Exemple 1. On conside`re un e´lectron dont l’e´tat dans le repe`re (S) est de´crit en
repre´sentation {r} par :
〈 r | Ψ 〉 = (x+ iy)e−r/2a | 1/2 1/2 〉 + (x+ iy)e−r/2a | 1/2 − 1/2 〉
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ou` r =
√
x2 + y2 + z2 et a est une constante quelconque. Dans cette expression,
les deux fonctions caracte´risant le spineur s’e´crivent :
Ψ−1/2(r) = Ψ1/2(r) = (x+ iy)e
−r/2a. (1-117)
D’apre`s la formule (1-70a) cet e´tat est e´tat propre de l’ope´rateur Sx (ϑ = π/2 et
ϕ = 0) :
〈 r | Ψ 〉 =
√
2
2
(x+ iy) | 1/2 1/2 〉x .
Conside´rons maintenant le repe`re obtenu a` partir de (S) par une rotation de π/2
autour de l’axe Oy. Dans le nouveau repe`re (S′) l’axe Oz′ co¨ıncidera avec Ox
tandis que l’axe Ox′ sera oppose´ a` l’ancien axe Oz. L’e´tat physique de cet e´lectron
s’e´crit alors :
〈 r′ | ΨRp 〉 =
∑
m′
Ψ
Rp
m′ (r
′) | m′ 〉 .
En remplac¸ant les valeurs de γ1 et γ3 par 0 et γ2 par π/2 dans l’ope´rateur de
Wigner pour un spin 1/2, on a (1-107a) :
 Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =

√
2
2
√
2
2
−
√
2
2
√
2
2

(x+ iy)e−r/2a
(x+ iy)e−r/2a
 . (1-118)
Les anciennes coordonne´es s’expriment en fonction des nouvelles par (1-9c) :xy
z
 =
 0 0 10 1 0
−1 0 0
 x′y′
z′
 . (1-119)
On trouve alors :
 Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =

√
2
2
√
2
2
−
√
2
2
√
2
2

(z′ + iy′)e−r/2a
(z′ + iy′)e−r/2a
 =
√2(z′ + iy′)e−r/2a
0

(1-120)
d’ou` :
〈 r′ | ΨRp 〉 =
√
2(z′ + iy′)e−r/2a | 1/2 1/2 〉 . (1-121)
Ce re´sultat e´tait attendu puisque le nouvel axe Oz′ est confondu avec l’ancien
axe Ox.
Exemple 2. Conside´rons une particule libre de spin 1/2 ayant son spin dirige´
positivement sur l’axe Oz du repe`re (S). On suppose de plus que cette particule se
de´place dans la direction Ox. Pour un observateur dans ce syste`me, l’e´tat physique
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sera repre´sente´ par un ket | Ψ 〉 = | k 〉⊗ | 1/2 1/2 〉, avec | k 〉 = | (k, 0, 0) 〉.
En repre´sentation {r}, nous avons :
〈 r | Ψ 〉 = Ψ1/2(r) | 1/2 1/2 〉 = eikx | 1/2 1/2 〉. (1-122)
Dans le nouveau repe`re obtenu en faisant une rotation de π/2 autour de Oy, nous
avons :  Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =

√
2
2
√
2
2
−
√
2
2
√
2
2

 eikx
0
 . (1-123)
En utilisant l’e´galite´ (1-119), on a finalement :
 Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =

√
2
2
√
2
2
−
√
2
2
√
2
2

eikz′
0
 =

√
2
2
eikz
′
−
√
2
2
eikz
′
 (1-124)
soit :
〈 r′ | ΨRp 〉 = eikz′
[ √
2
2
| 1/2 1/2 〉 −
√
2
2
| 1/2 − 1/2 〉
]
= eikz
′ | 1/2 − 1/2 〉x′ .
(1-125)
(C) Ope´rateur moment angulaire total
Nous avons vu que par de´finition l’ope´rateur de rotation quantique est le produit de
deux ope´rateurs agissant dans deux espaces diffe´rents. Nous allons montrer dans
ce paragraphe que l’on peut de´finir le moment cine´tique total et que la rotation
quantique peut s’exprimer uniquement en fonction de cet ope´rateur. Pour e´tablir
ce re´sultat, nous allons conside´rer successivement trois rotations infinite´simales
autour des trois axes du repe`re (S).
Conside´rons d’abord une rotation autour de l’axe Oz d’un angle dϑ. La matrice
de rotation de Wigner pour une particule de spin 1/2 et pour une telle transfor-
mation s’e´crit :
D1/2(P ) =
(
1 + i dϑ/2 0
0 1− i dϑ/2
)
=
(
1 0
0 1
)
+
i
h¯
dϑ
h¯
2
(
1 0
0 −1
)
= I +
i
h¯
dϑSz . (1-126)
La relation matricielle (1-106a) s’e´crit alors : Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =
I + i
h¯
dϑSz

 Ψ1/2(r)
Ψ−1/2(r)
 . (1-127)
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On peut aussi exprimer les anciennes coordonne´es en fonction des nouvelles :
x = x′ − dϑ y′ ; y = y′ + dϑx′ ; z = z′. (1-128)
En faisant un de´veloppement limite´ on a :
Ψm(x, y, z) = Ψm(x
′ − dϑ y′, y′ + dϑx′, z′)
= Ψm(x
′, y′, z′)− dϑ y′ ∂Ψm
∂x′
(x′, y′, z′) + dϑx′
∂Ψm
∂y′
(x′, y′, z′)
= Ψm(x
′, y′, z′) + dϑ
(
x′
∂Ψm
∂y′
(x′, y′, z′)− y′ ∂Ψm
∂x′
(x′, y′, z′)
)
= Ψm(x
′, y′, z′) +
i
h¯
dϑ Lz′ Ψm(x
′, y′, z′) (1-129)
d’ou` la relation : Ψ1/2(x, y, z)
Ψ−1/2(x, y, z)
 = [ (1 0
0 1
)
+
i
h¯
dϑ
(
Lz′ 0
0 Lz′
) ]  Ψ1/2(x′, y′, z′)
Ψ−1/2(x′, y′, z′)

=
 I + i
h¯
dϑLz′ I

 Ψ1/2(x′, y′, z′)
Ψ−1/2(x′, y′, z′)
 . (1-130)
La relation (1-106a) devient : Ψ
Rp
1/2(r
′)
Ψ
Rp
−1/2(r
′)
 =
I + i
h¯
dϑSz

 I + i
h¯
dϑLz′ I

 Ψ1/2(x′, y′, z′)
Ψ−1/2(x′, y′, z′)

=
 I + i
h¯
dϑ (Lz′ I + Sz′)

 Ψ1/2(x′, y′, z′)
Ψ−1/2(x′, y′, z′)
 .
(1-131)
Si on de´finit l’ope´rateur Jz′ par :
Jz′ = Lz′ I + Sz′ (1-132)
on a :
[Ψ
Rp
] ( r′ ) =
(
I +
i
h¯
dϑJz′
)
[Ψ ] ( r′ ) . (1-133)
Dans une rotation finie d’angle ϑ, on aura :
[Ψ
Rp
] ( r ) = e
i
h¯
ϑJz [Ψ ] ( r ) (1-134)
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ou encore :
| ΨRp 〉 = e ih¯ϑJz | Ψ 〉. (1-135)
Conside´rons maintenant une rotation autour de l’axe Oy d’un angle dϑ. Dans
cette seconde transformation, nous aurons :
D1/2(P ) =
(
1 dϑ/2
− dϑ/2 1
)
=
(
1 0
0 1
)
+
i
h¯
dϑ
h¯
2
(
0 −i
i 0
)
= I +
i
h¯
dϑSy. (1-136)
Les anciennes coordonne´es s’expriment en fonction des nouvelles par :
x = x′ + dϑ z′ ; y = y′ ; z = z′ − dϑx′ (1-137)
ce qui conduit a` :
Ψm(x, y, z) = Ψm(x
′ + dϑ z′, y′ , z′ − dϑx′)
= Ψm(x
′, y′, z′) + dϑ z′
∂Ψm
∂x′
(x′, y′, z′) − dϑx′ ∂Ψm
∂z′
(x′, y′, z′)
= Ψm(x
′, y′, z′) + dϑ
(
z′
∂Ψm
∂x′
(x′, y′, z′)− x′ ∂Ψm
∂z′
(x′, y′, z′)
)
= Ψm(x
′, y′, z′) +
i
h¯
dϑ Ly′ Ψm(x
′, y′, z′). (1-138)
Par un calcul analogue au cas pre´ce´dent, nous avons :
[Ψ
Rp
] ( r′ ) =
(
I +
i
h¯
dϑJy′
)
[Ψ ] ( r′ ) (1-139)
avec :
Jy′ = Ly′ I + Sy′ . (1-140)
Dans la rotation finie, on aura le re´sultat :
[Ψ
Rp
] ( r ) = e
i
h¯
ϑJy [Ψ ] ( r ) (1-141)
ou d’une manie`re e´quivalente :
| ΨRp 〉 = e ih¯ϑJy | Ψ 〉 . (1-142)
Il est clair qu’une rotation infinite´simale autour de l’axe Ox conduit aux deux
relations suivantes :
[Ψ
Rp
] ( r ) = e
i
h¯
ϑJx [Ψ ] ( r ) (1-143)
et
| ΨRp 〉 = e ih¯ϑJx | Ψ 〉 (1-144)
avec :
Jx = Lx I + Sx . (1-145)
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D’une manie`re ge´ne´rale, l’ope´rateur de rotation quantique pourra s’exprimer en
fonction du moment cine´tique total :
J = L + S (1-146)
soit en fonction des angles d’Euler :
Rˆp = e
i
h¯
γ3Jze
i
h¯
γ2Jye
i
h¯
γ1Jz (1-147)
soit en fonction d’un vecteur unitaire et d’un axe :
Rˆp = e
i
h¯
γu·J . (1-148)
Tout ket transforme´ s’e´crit en fonction des ope´rateurs ci-dessus :
| ΨRp 〉 = Rˆp | Ψ 〉· (1-149)
Le transforme´ d’un ope´rateur quelconque agissant dans l’espace produit tensoriel
E = Er ⊗ Es sera de´fini d’une manie`re naturelle par :
Oˆ
Rp
= Rˆp OˆRˆp
†
. (1-150)
5. Transformation d’un champ de vecteurs
5.1. Base carte´sienne
Soit dans le repe`re (S) un vecteur V de´fini en tout point de l’espace M de coordon-
ne´es x, y, z par ses composantes carte´siennes suppose´es re´elles Vx(x, y, z), Vy(x, y, z)
et Vz(x, y, z). Dans le repe`re (S′), ce meˆme vecteur sera de´fini au meˆme point de
coordonne´es x′, y′, z′ par ses composantes V
Rp
x′ (x
′, y′, z′), V
Rp
y′ (x
′, y′, z′), et
V
Rp
z′ (x
′, y′, z′) . On se propose de donner les nouvelles formes analytiques
V
Rp
i′ (x
′, y′, z′), en fonction de Vj(x, y, z).
On sait exprimer les nouvelles composantes dans le repe`re (S) en fonction des
anciennes dans (S′)(cf. E´q. (1B-15a)) :
V
Rp
x′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
y′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
z′ (x
′, y′, z′)
 =

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33


Vx(x, y, z)
Vy(x, y, z)
Vz(x, y, z)
 (1-151)
avec : 
x
y
z
 =

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


x′
y′
z′
 . (1-9c)
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L’e´quation (1-151) est l’e´quivalent des relations (1-18) et (1-106a) valables
respectivement pour un champ scalaire et un champ de spineurs. Comme dans le
paragraphe pre´ce´dent, nous allons envisager des rotations infinite´simales.
Conside´rons pour commencer une rotation d’un angle dϑ autour de l’axe Oz.
L’e´quation (1-151) s’e´crit alors :
V
Rp
x′ (x
′, y′, z′) = Vx(x′ − dϑ y′, y′ + dϑx′, z′) + dϑVy(x′ − dϑ y′, y′ + dϑx′, z′)
V
Rp
y′ (x
′, y′, z′) = −dϑVx(x′ − dϑ y′, y′ + dϑx′, z′) + Vy(x′ − dϑ y′, y′ + dϑx′, z′)
V
Rp
z′ (x
′, y′, z′) = Vz(x′ − dϑ y′, y′ + dϑx′, z′). (1-152)
Au premier ordre nous avons :
Vi(x
′ +∆x′, y′ +∆y′, z′ +∆z′) = Vi(x′, y′, z′) + ∆x′
∂Vi
∂x′
(x′, y′, z′)
+∆y′
∂Vi
∂y′
(x′, y′, z′) +∆z′
∂Vi
∂z′
(x′, y′, z′) (1-153)
avec dans notre cas particulier ∆z′ = 0. Les trois composantes se transforment
alors suivant :
V
Rp
x′ (x
′, y′, z′) = Vx(x′, y′, z′) + dϑ
(
x′
∂Vx
∂y′
(x′, y′, z′) − y′ ∂Vx
∂x′
(x′, y′, z′)
)
+ dϑVy(x
′, y′, z′)
V
Rp
y′ (x
′, y′, z′) = Vy(x′, y′, z′) + dϑ
(
x′
∂Vx
∂y′
(x′, y′, z′) − y′ ∂Vx
∂x′
(x′, y′, z′)
)
− dϑVx(x′, y′, z′)
V
Rp
z′ (x
′, y′, z′) = Vz(x′, y′, z′) + dϑ
(
x′
∂Vx
∂y′
(x′, y′, z′) − y′ ∂Vx
∂x′
(x′, y′, z′)
)
.
Ces relations peuvent encore s’e´crire sous forme matricielleV
Rp
x′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
y′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
z′ (x
′, y′, z′)
 =
I + i
h¯
dϑ(Lz′ + Sz′ )

Vx(x′, y′, z′)Vy(x′, y′, z′)
Vz(x
′, y′, z′)
 (1-154)
l’ope´rateur Sz′ e´tant de´fini dans cette base par la matrice :
Sz′ = h¯
0 −i 0i 0 0
0 0 0
 . (1-155)
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Dans une rotation infinite´simale autour de l’axe Oy nous obtenons un re´sultat
similaire :V
Rp
x′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
y′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
z′ (x
′, y′, z′)
 =
I + i
h¯
dϑ(Ly′ + Sy′ )

Vx(x′, y′, z′)Vy(x′, y′, z′)
Vz(x
′, y′, z′)
 (1-156)
avec :
Sy′ = h¯
 0 0 i0 0 0
−i 0 0
 . (1-157)
Enfin pour une rotation infinite´simale autour de l’axe Ox, on obtient :V
Rp
x′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
y′ (x
′, y′, z′)
V
Rp
z′ (x
′, y′, z′)
 =
I + i
h¯
dϑ(Lx′ + Sx′ )

Vx(x′, y′, z′)Vy(x′, y′, z′)
Vz(x
′, y′, z′)
 (1-158)
avec :
Sx′ = h¯
0 0 00 0 −i
0 i 0
 . (1-159)
Ces trois matrices obe´issent aux re`gles habituelles de commutation des moments
angulaires :
[Sx′ , Sy′ ] = ih¯ Sz′
[Sy′ , Sz′ ] = ih¯ Sx′
[Sz′ , Sx′ ] = ih¯ Sy′
(1-160)
et de plus
S2x′ + S
2
y′ + S
2
z′ = 2h¯
2 (1-161)
ce qui correspond a` un moment angulaire intrinse`que s = 1.
Un tel champ V(r) est susceptible de de´crire une particule de spin 1. L’e´tat
physique peut eˆtre repre´sente´ par un ket | Ψ 〉 que l’on e´crit :
| Ψ 〉 =
∫
d3r [Ψx(r) | x 〉 + Ψy(r) | y 〉 + Ψz(r) | z 〉 ] (1-162)
avec :
Ψi(r) = Vi(r) i = x, y, z (1-163)
et ou` les kets | x 〉, | y 〉, | z 〉 caracte´risent l’e´tat interne du champ. En repre´sen-
tation {r}, nous avons :
〈 r | Ψ 〉 = Ψx(r) | x 〉 + Ψy(r) | y 〉 + Ψz(r) | z 〉 . (1-164)
Le produit scalaire d’un bra 〈Φ | et d’un ket | Ψ 〉 s’e´crit en fonction des compo-
santes carte´siennes de la manie`re suivante :
〈Φ | Ψ 〉 =
∑
i
∫
d3r Φ∗i (r)Ψi(r) . (1-165)
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Les ope´rateurs Sx, Sy, Sz agissant sur les kets | x 〉, | y 〉, | z 〉 donnent les relations
suivantes (d’apre`s (1-155), (1-157) et (1-159)) :
Sx | x 〉 = 0 ; Sx | y 〉 = ih¯ | z 〉 ; Sx | z 〉 = −ih¯ | y 〉 ;
Sy | x 〉 = −ih¯ | z 〉 ; Sy | y 〉 = 0 ; Sy | z 〉 = ih¯ | x 〉 ;
Sz | x 〉 = ih¯ | y 〉 ; Sz | y 〉 = −ih¯ | x 〉 ; Sz | z 〉 = 0. (1-166)
5.2. Base standard
Comme nous le voyons la base carte´sienne (ex, ey, ez) n’est pas tre`s bien adapte´e
a` une description simple surtout en ce qui concerne la partie intrinse`que puisque
l’ope´rateur Sz n’est pas diagonal. Nous savons (voir le comple´ment B) que la
base sphe´rique permet aussi une de´composition de tout vecteur. En particulier,
on a (1B-10) :
V =
1∑
ν=−1
V ∗ν (x, y, z) eν
=
1∑
ν′=−1
V
R∗p
ν′ (x
′, y′, z′) e′ν′ (1-167)
et d’apre`s (1B-19) :
V
R∗p
ν′ (x
′, y′, z′) =
1∑
ν=−1
D(1)ν′ ν(P ; γ3, γ2, γ1) V ∗ν (x, y, z). (1-168)
Comme dans le cas de la base carte´sienne, nous allons conside´rer successivement
trois rotations infinite´simales autour des axes carte´siens. Nous utiliserons par la
suite les formules au premier ordre :
V ∗ν (x, y, z) = V
∗
ν (x
′ +∆x′, y′ +∆y′, z′ +∆z′)
= V ∗ν (x
′, y′, z′)
+∆x′
∂V ∗ν
∂x′
(x′, y′, z′) + ∆y′
∂V ∗ν
∂y′
(x′, y′, z′) + ∆z′
∂V ∗ν
∂z′
(x′, y′, z′).
(1-169)
Dans une rotation de dγ1 autour de l’axe Oz, la matrice de Wigner pour un spin
e´gal a` 1 a pour e´le´ments
D(1) ≈
1 + idγ1 0 00 1 0
0 0 1− idγ1
 (1-170)
et :
∆x′ = −dγ1y′ ; ∆y′ = dγ1x′ ; ∆z′ = 0. (1-171)
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On a donc :
V
R∗p
1 (x
′, y′, z′) = (1 + idγ1)V ∗1 (x, y, z) =
[
1 +
i
h¯
dγ1 (Lz′ + h¯ )
]
V ∗1 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
0 (x
′, y′, z′) = V ∗0 (x, y, z) =
[
i
h¯
dγ1 Lz′
]
V ∗0 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
−1 (x
′, y′, z′) = (1− idγ1)V ∗−1(x, y, z) =
[
1 +
i
h¯
dγ1 (Lz′ − h¯ )
]
V ∗−1(x
′, y′, z′)
ou encore :
V
R∗p
1 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
0 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
−1 (x
′, y′, z′)
 =
I + i
h¯
dγ1(Lz′ + Sz′ )


V ∗1 (x
′, y′, z′)
V ∗0 (x
′, y′, z′)
V ∗−1(x
′, y′, z′)
 (1-172)
avec :
Sz′ = h¯
 1 0 00 0 0
0 0 −1
 . (1-173)
Dans une rotation de dγ2 autour de l’axe Oy, la matrice de Wigner pour un spin
e´gal a` 1 a pour e´le´ments
D(1) ≈

1 dγ2√
2
0
−dγ2√
2
1 dγ2√
2
0 −dγ2√
2
1
 (1-174)
et :
∆x′ = dγ2z′ ; ∆y′ = 0 ; ∆z′ = −dγ2x′ (1-175)
ce qui entraˆıne :
V
R∗p
1 (x
′, y′, z′) = V ∗1 (x, y, z) +
dγ2√
2
V ∗0 (x, y, z)
=
(
1 +
i
h¯
dγ2 Ly′
)
V ∗1 (x
′, y′, z′) +
i
h¯
dγ2
(−ih¯√
2
)
V ∗0 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
0 (x
′, y′, z′) =
−dγ2√
2
V ∗1 (x, y, z) + V
∗
0 (x, y, z) +
dγ2√
2
V ∗−1(x, y, z)
=
[
1 +
i
h¯
dγ2 Ly′
]
V ∗0 (x
′, y′, z′)
+
i
h¯
dγ2
(
ih¯√
2
)
V ∗1 (x
′, y′, z′) +
i
h¯
dγ2
(−ih¯√
2
)
V ∗−1(x
′, y′, z′)
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V
R∗p
−1 (x
′, y′, z′) =
−dγ2√
2
V ∗0 (x, y, z) + V
∗
−1(x, y, z)
=
[
1 +
i
h¯
dγ2 Ly′
]
V ∗−1(x
′, y′, z′) +
i
h¯
dγ2
(
ih¯√
2
)
V ∗0 (x
′, y′, z′).
Soit :
V
R∗p
1 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
0 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
−1 (x
′, y′, z′)
 =
I + i
h¯
dγ2(Ly′ + Sy′ )


V ∗1 (x
′, y′, z′)
V ∗0 (x
′, y′, z′)
V ∗−1(x
′, y′, z′)
 (1-176)
avec :
Sy′ =
h¯√
2
 0 −i 0i 0 −i
0 i 0
 . (1-177)
Dans une rotation de dγ2 autour de l’axe Ox, la matrice de Wigner pour un spin
e´gal a` 1 a pour e´le´ments (voir le comple´ment C)
D(1) ≈

1 idγ2√
2
0
idγ2√
2
1 idγ2√
2
0 idγ2√
2
1
 (1-178)
et :
∆x′ = 0 ; ∆y′ = −dγ2z′ ; ∆z′ = dγ2y′. (1-179)
On a donc :
V
R∗p
1 (x
′, y′, z′) = V ∗1 (x, y, z) + i
dγ2√
2
V ∗0 (x, y, z)
=
(
1 +
i
h¯
dγ2 Lx′
)
V ∗1 (x
′, y′, z′) +
i
h¯
dγ2
(
h¯√
2
)
V ∗0 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
0 (x
′, y′, z′) =
idγ2√
2
V ∗1 (x, y, z) + V
∗
0 (x, y, z) +
idγ2√
2
V ∗−1(x, y, z)
=
[
1 +
i
h¯
dγ2 Lx′
]
V ∗0 (x
′, y′, z′) +
i
h¯
dγ2
(
h¯√
2
)
V ∗1 (x
′, y′, z′)
+
i
h¯
dγ2
(
h¯√
2
)
V ∗−1(x
′, y′, z′)
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V
R∗p
−1 (x
′, y′, z′) =
idγ2√
2
V ∗0 (x, y, z) + V
∗
−1(x, y, z)
=
[
1 +
i
h¯
dγ2 Lx′
]
V ∗−1(x
′, y′, z′) +
i
dγ2
(
h¯√
2
)
V ∗0 (x
′, y′, z′).
Soit :
V
R∗p
1 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
0 (x
′, y′, z′)
V
R∗p
−1 (x
′, y′, z′)
 =
I + i
h¯
dγ2(Lx′ + Sx′ )


V ∗1 (x
′, y′, z′)
V ∗0 (x
′, y′, z′)
V ∗−1(x
′, y′, z′)
 (1-180)
avec :
Sx′ =
h¯√
2
 0 1 01 0 1
0 1 0
 . (1-181)
Dans la base ou` l’ope´rateur Sz est diagonal, on peut exprimer l’e´tat d’une particule
de spin e´gal a` 1 d’une manie`re analogue a` celui d’une particule de spin 1/2 :
| Ψ 〉 =
1∑
m=−1
∫
d3r | r m 〉Ψm(r) . (1-182)
Dans cette expression, les composantes Ψm du champ sont e´gales aux complexes
conjugue´es des composantes standard :
Ψm(r) = V
∗
m(r) m = −1, 0, 1. (1-183)
On pourra de´finir le produit scalaire d’un bra 〈Φ | et d’un ket | Ψ 〉 comme pour
une particule de spin 1/2 en fonction des composantes du champ :
〈Φ | Ψ 〉 =
∑
m
∫
d3r Φ∗m(r)Ψm(r) . (1-184)
En repre´sentation {r}, on a :
〈 r | Ψ 〉 =
∑
m
Ψm(r) | 1 m 〉
= Ψ1(r) | 1 1 〉 + Ψ0(r) | 1 0 〉 + Ψ−1(r) | 1 − 1 〉 . (1-185)
Remarque. On peut retrouver le re´sultat pre´ce´dent d’une autre manie`re. Il suffit
de diagonaliser la matrice de l’ope´rateur Sz donne´e dans la base | x 〉, | y 〉, | z 〉
(E´q. (1-155)). On trouve trois valeurs propres distinctes −1, 0 et 1 avec les vecteurs
propres respectifs :
| −1 〉 = 1√
2
[ | x 〉 − i | y 〉 ]
| 0 〉 = | z 〉
| 1 〉 = −1√
2
[ | x 〉+ i | y 〉 ]
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ce qui donne en inversant ces relations (1B-8) :
| x 〉 = 1√
2
( | −1 〉− | 1 〉 )
| y 〉 = i√
2
( | 1 〉+ | −1 〉 )
| z 〉 = | 0 〉.
En remplac¸ant alors dans le de´veloppement (1-162), on retrouve le re´sultat (1-185).
La loi de transformation des composantes que nous avons e´tudie´e auparavant
s’exprime aussi comme pour une particule de spin 1/2 : dans le repe`re (S′), nous
aurons une relation analogue a` (1-185) :
〈r′ | ΨRp 〉 =
1∑
m′=−1
Ψ
Rp
m′ (r
′) | 1 m′ 〉 (1-186)
avec ((1-168), (1-183)) :
Ψ
Rp
m′ (x
′, y′, z′) =
1∑
m=−1
D(1)m′m(P ; γ3, γ2, γ1)Ψm(x, y, z) . (1-187)
Cette relation s’e´crit sous forme matricielle :
Ψ
Rp
1 (r
′)
Ψ
Rp
0 (r
′)
Ψ
Rp
−1 (r
′)
 =
 Rˆsp


Ψ1(r)
Ψ0(r)
Ψ−1(r)
 (1-188)
avec s = 1. On peut aussi l’e´crire sous la forme d’un spineur a` 3 composantes :[
Ψ
Rp ]
(r′) =
(
Rˆ
s
p
) [
Ψ
]
(r) . (1-189)
Conside´rons maintenant une des rotations ante´rieures, par exemple celle condui-
sant a` la relation (1-180); avec (1-183), on a :
Ψ
Rp
1 (r
′)
Ψ
Rp
0 (r
′)
Ψ
Rp
−1 (r
′)
 =
I + i
h¯
dγ2(Lx′ I + Sx′ )


Ψ1(r
′)
Ψ0(r
′)
Ψ−1(r′)
 (1-190)
ou encore : [
Ψ
Rp ]
(r′) =
(
I +
i
h¯
dγ2 Jx′
) [
Ψ
]
(r′) (1-191)
en posant :
Jx′ = Lx′I + Sx′ .
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Dans une rotation finie, ce re´sultat devient :[
Ψ
Rp ]
(r′) = e
i
h¯
γ2 Jx′
[
Ψ
]
(r′) . (1-192)
D’une manie`re ge´ne´rale, l’ope´rateur de rotation quantique pourra s’exprimer en
fonction du moment cine´tique total :
J = L + S . (1-193)
Par exemple, en fonction des angles d’Euler :
Rˆp = e
i
h¯
γ3Jze
i
h¯
γ2Jye
i
h¯
γ1Jz . (1-194)
Les deux ope´rateurs L et S agissent dans des espaces diffe´rents et commutent.
L’ope´rateur moment angulaire orbital L traduit le changement de forme analy-
tique lorsque dans chaque composante du champ on remplace les anciennes co-
ordonne´es en fonction des nouvelles ; cet ope´rateur est diagonal. Par contre S,
spin intrinse`que du champ, me´lange les diffe´rentes composantes. Il est clair que
l’ope´rateur de rotation peut aussi s’e´crire :
Rˆp = e
i
h¯
γ3Sze
i
h¯
γ2Sye
i
h¯
γ1Sz e
i
h¯
γ3Lze
i
h¯
γ2Lye
i
h¯
γ1Lz . (1-195)
Tout ket transforme´ s’e´crit en fonction des ope´rateurs ci-dessus :
| ΨRp 〉 = Rˆp | Ψ 〉 . (1-196)
Le transforme´ d’un ope´rateur quelconque agissant dans l’espace produit tensoriel
E = Er ⊗ Es sera de´fini par :
Oˆ
Rp
= Rˆp OˆRˆp
†
. (1-197)
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Comple´ments au chapitre 1
A. Moment angulaire orbital
Les ope´rateurs Xˆ, Yˆ et Zˆ peuvent eˆtre conside´re´s comme les composantes de
l’ope´rateur position R. De meˆme, Pˆx, Pˆy et Pˆz sont les composantes de l’impul-
sion P. Si on de´finit le commuteur de deux ope´rateurs A et B par :
[A ,B ] = AB − BA (1A-1)
alors on a les relations de commutation :
[R k , R l ] = 0 (1A-2)
avec :
R 1 = Xˆ; R 2 = Yˆ ; R 3 = Zˆ. (1A-3)
De meˆme avec une notation similaire :
[Pk , P l ] = 0. (1A-4a)
Par contre les commutateurs entre les composantes de R et P donnent :
[R k , P l ] = i h¯ δk l. (1A-4b)
Le moment cine´tique peut alors eˆtre de´fini comme en me´canique classique par :
L = R ×P.
Ses composantes sont donne´es par les relations suivantes :
Lx ≡ h¯
i
(
y
∂
∂z
− z ∂
∂y
)
Ly ≡ h¯
i
(
z
∂
∂x
− x ∂
∂z
)
Lz ≡ h¯
i
(
x
∂
∂y
− y ∂
∂x
)
· (1A-5)
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Elles ve´rifient les relations de commutation :
[Lx , Ly ] = Lx Ly − Ly Lx = i h¯ Lz
[Ly , Lz ] = Ly Lz − Lz Ly = i h¯ Lx
[Lz , Lx ] = Lz Lx − Lx Lz = i h¯ Ly. (1A-6)
Le de´veloppement au deuxie`me ordre de l’ope´rateur de rotation en fonction des
angles d’Euler ne´cessite le calcul des produits Li Lj ou` i et j repre´sentent y ou z.
En utilisant les relations (1A-5) on obtient :
LyLz = −h¯2
(
z
∂
∂y
+ zx
∂2
∂x∂y
− zy ∂
2
∂x2
− x2 ∂
2
∂z∂y
+ xy
∂2
∂z∂x
)
LzLy = −h¯2
(
xz
∂2
∂y∂x
− x2 ∂
2
∂y∂z
− yz ∂
2
∂x2
+ y
∂
∂z
+ yx
∂2
∂x∂z
)
Ly
2 = −h¯2
(
z2
∂2
∂x2
+ x2
∂2
∂z2
− 2xz ∂
2
∂x∂z
− z ∂
∂z
− x ∂
∂x
)
Lz
2 = −h¯2
(
x2
∂2
∂y2
+ y2
∂2
∂x2
− 2xy ∂
2
∂y∂x
− x ∂
∂x
− y ∂
∂y
)
· (1A-7)
Les ope´rateurs Lx, Ly et Lz peuvent aussi s’exprimer en fonction des angles polaire
ϑ et azimutal ϕ :
Lx = ih¯
(
sinϕ
∂
∂ϑ
+ cotϑ cosϕ
∂
∂ϕ
)
Ly = ih¯
(
− cosϕ ∂
∂ϑ
+ cotϑ sinϕ
∂
∂ϕ
)
Lz = −ih¯ ∂
∂ϕ
· (1A-8)
L’ope´rateur L2 s’e´crit alors :
L
2 = −h¯2
(
1
sinϑ
∂
∂ϑ
(
sinϑ
∂
∂ϑ
)
+
1
sin2 ϑ
∂2
∂ϕ2
)
(1A-9)
et les ope´rateurs L− et L+ deviennent :
L− = Lx − iLy = h¯ e−iϕ
(
− ∂
∂ϑ
+ i cotϑ
∂
∂ϕ
)
L+ = Lx + iLy = h¯ e
iϕ
(
∂
∂ϑ
+ i cotϑ
∂
∂ϕ
)
· (1A-10)
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B. Composantes standard d’un vecteur
B.1. De´finitions
Dans la base orthonorme´e habituelle, tout vecteur s’e´crit :
V = Vxex + Vyey + Vzez (1B-1)
les vecteurs de base e´tant orthonorme´s :
ei · ej = δi j i, j = x, y, x (1B-2)
et les composantes Vx, Vy , Vz sont donne´es par :
Vx = ex ·V , Vy = ey ·V , Vz = ez ·V . (1B-3)
Le produit scalaire de deux vecteurs quelconques V et W devient :
V ·W = VxWx + VyWy + VzWz . (1B-4)
Il existe une autre base particulie`rement inte´ressante. Elle est de´finie par les
vecteurs sphe´riques eν , les indices ν prenant les valeurs −1, 0, ou 1 tels que :
e1 =
−1√
2
(ex + iey) , e0 = ez , e−1 =
1√
2
(ex − iey) (1B-5a)
et inversement :
ex =
1√
2
(e−1 − e1) , ez = e0 , ey = i√
2
(e1 + e−1). (1B-5b)
La de´finition de ces vecteurs entraˆıne les proprie´te´s suivantes :
e
∗
ν = (−1)νe−ν (1B-6)
et
e
∗
ν · eµ = (−1)ν e−ν · eµ = δν µ (1B-7a)
eν · eµ = (−1)ν δν−µ (1B-7b)
Composantes standard. On de´finit les composantes standard Vν d’un vecteur par :
V1 =
−1√
2
(Vx + iVy ) ; V0 = Vz ; V−1 =
1√
2
(Vx − iVy ) (1B-8a)
et re´ciproquement :
Vx =
1√
2
(V−1 − V1 ) ; Vz = V0 ; Vy = i√
2
(V1 + V−1 ). (1B-8b)
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Les composantes standard ve´rifient aussi les relations :
V ∗ν = (−1)νV−ν . (1B-9)
Le vecteur V s’e´crit alors :
V =
1∑
ν=−1
Vνe
∗
ν =
1∑
ν=−1
(−1)νVνe−ν =
1∑
ν=−1
V ∗ν eν . (1B-10)
Il faut remarquer que le de´veloppement d’un vecteur quelconque fait intervenir
les composantes standard avec les complexes conjugue´s des vecteurs sphe´riques et
re´ciproquement. Les valeurs Vν peuvent eˆtre obtenues par :
Vν = eν ·V . (1B-11)
Le produit scalaire de deux vecteurs V et W devient :
V ·W =
1∑
ν=−1
(−1)νVνW−ν =
1∑
ν=−1
(−1)νV−νWν . (1B-12)
B.2. Transformation par rotation
Dans le repe`re (S′) le meˆme vecteur V s’e´crit
V
′ ≡ V = V ′x′e′x ′ + V ′y′e′y′ + V ′z′e′z ′ (1B-13)
avec :
V ′x′ = e
′
x ′ ·V , V ′y′ = e′y′ ·V , V ′z′ = e′z ′ ·V . (1B-14)
Les lois de transformation des vecteurs unitaires sont donne´es par les relations (1-8)
que nous rappelons ici :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33


ex
ey
ez
 . (1-8)
Les lois de transformation des coordonne´es carte´siennes s’expriment par des rela-
tions analogues a` (1-9a) et (1-9c) :
V ′x′
V ′y′
V ′z′
 =

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33


Vx
Vy
Vz
 (1B-15a)
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et 
Vx
Vy
Vz
 =

Rrp 11 R
r
p 21
Rrp 31
Rrp 12 R
r
p 22
Rrp 32
Rrp 13 R
r
p 23
Rrp 33


V ′x′
V ′y′
V ′z′
 . (1B-15b)
Nous allons voir maintenant comment se transforment les composantes standard.
Prenons le cas de V1 :
V1 =
−1√
2
(Vx + iVy ).
D’apre`s la relation (1B-15b) :
V1 =
−1√
2
[
(Rrp 11 V ′x′ + R
r
p 21
V ′y′ + Rrp 31 V ′z′)
+ i (Rrp 12 V ′x′ + R
r
p 22
V ′y′ + Rrp 32 V ′z′)
]
.
Dans le repe`re (S′) on a des relations entre les coordonne´es carte´siennes et standard
analogues a` celles donne´es par les e´galite´s (1B-8a, 1B-8b). C’est-a`-dire :
V1 =
−1√
2
( Rrp 11 1√2 (V ′−1 − V ′1 ) +Rrp 21 i√2 (V ′1 + V ′−1 ) +Rrp 31 V ′0
+ i[ Rrp 12
1√
2
(V ′−1 − V ′1 ) +Rrp 22
i√
2
(V ′1 + ˆV
′
−1 ) +Rrp 31 V ′0 ]
)
=
[Rrp 11 +Rrp 22
2
+ i
Rrp 12 −R
r
p 21
2
]
V ′1
−
[Rrp 31 + iRrp 32√
2
]
V ′0
+
[Rrp 22 −Rrp 11
2
− iR
r
p 12
+Rrp 21
2
]
V ′−1 (1B-16)
mais :
(i) Rrp 11 + R
r
p 22
= ( 1 + cos γ2 ) cos(γ3 + γ1 )
(ii) Rrp 12 − R
r
p 21
= ( 1 + cos γ2 ) sin(γ3 + γ1 )
(iii) Rrp 22 − R
r
p 11
= ( 1− cos γ2 ) cos(γ3 − γ1 )
(iv) Rrp 12 + R
r
p 21
= ( 1− cos γ2 ) sin(γ3 − γ1 )
d’ou` (voir le comple´ment C) :
V1 = D(1)1 1 (P ; γ3, γ2, γ1)V ′1 + D(1)0 1 (P ; γ3, γ2, γ1)V ′0 + D(1)−1 1(P ; γ3, γ2, γ1)V ′−1
(1B-17)
et en ge´ne´ral la loi de transformation est donne´e par :
Vν =
1∑
ν′=−1
D(1)ν′ ν(P ; γ3, γ2, γ1)V ′ν′ . (1B-18a)
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Cette relation est l’analogue pour les composantes standard de l’e´quation (1B-15b) :
on obtient les anciennes composantes en fonction des nouvelles.
On peut inverser la relation (1B-18a) pour avoir les nouvelles coordonne´es en
fonction des anciennes :
V ′ν′ =
1∑
ν=−1
D(1)ν′ ν
∗
(P ; γ3, γ2, γ1)Vν . (1B-18b)
Remarque importante. En comparant d’une part les relations (1-8), (1B-15a),
(1B-15b) qui expriment que les lois de transformation des vecteurs unitaires sont les
meˆmes que celles des composantes carte´siennes et d’autre part les relations (1B-5)
et (1B-8) qui montrent que la correspondance entre grandeurs carte´siennes et
standard est la meˆme pour les composantes que pour les vecteurs de base, la
relation (1B-17) nous permet d’e´crire :
eν =
1∑
ν′=−1
D(1)ν′ ν(P ; γ3, γ2, γ1) e′ν′ (1B-19)
et inversement :
e
′
ν′ =
1∑
ν=−1
D(1)ν′ ν
∗
(P ; γ3, γ2, γ1) eν . (1B-20)
B.3. Produit vectoriel de deux vecteurs
Par de´finition, les vecteurs de base (ex , ey , ez ) ve´rifient les relations suivantes :
ex ∧ ey = ez ; ex ∧ ez = − ey ; ey ∧ ez = ex ;
ei ∧ ej = − ej ∧ ei ; ei ∧ ei = 0. (1B-21)
En utilisant ces relations et la de´finition des vecteurs de base sphe´riques, on ob-
tient :
e1 ∧ e0 = i e1 ; e1 ∧ e−1 = i e0 ; e0 ∧ e−1 = i e−1
eν ∧ eµ = − eµ ∧ eν ; eν ∧ eν = 0. (1B-22)
Si U et V sont deux vecteurs quelconques :
U = Uxex + Uyey + Uzez
et :
V = Vxex + Vyey + Vzez
leur produit vectoriel s’e´crit en fonction des composantes carte´siennes :
W = U ∧V
= Wx ex + Wy ey + Wz ez (1B-23)
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avec :
Wx = UyVz − UzVy ; Wy = UzVx − UxVz ; Wz = UxVy − UyVx (1B-24)
ou en fonction des composantes standard :
W = W1 e
∗
1 +W0 e
∗
0 +W−1 e
∗
−1 (1B-25)
avec :
W1 =
−1√
2
(Wx + iWy ) = −i (U1V0 − U0V1)
W0 =Wz = i (U−1V1 − U1V−1)
W−1 =
1√
2
(Wx − iWy ) = −i (U0V−1 − U−1V0). (1B-26)
B.4. Spin intrinse`que et vecteurs de base
Conside´rons une rotation infinite´simale d’un angle dγ autour de l’axe Ox. D’apre`s
les relations (1-8) et (1-13), on a :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =

1 0 0
0 1 dγ
0 −dγ 1


ex
ey
ez
 . (1B-27)
La matrice de rotation s’e´crit :
1 + dγ
0 0 00 0 1
0 −1 0
 = 1 + idγ
h¯
Sx (1B-28a)
ou` l’ope´rateur Sx est donne´ sous forme matricielle par la relation :
Sx = h¯
0 0 00 0 −i
0 i 0
 (1-159)
ce qui donne :
e
′
x′ = ex ; e
′
y′ = ey + dγ ez ; e
′
z′ = ez − dγ ey (1B-28b)
ou encore :  0ez
−ey
 = i
h¯
dγ
. . . . . . . . .. . . Si j . . .
. . . . . . . . .
 exey
ez
 . (1B-29)
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Cette relation montre que Sx, agissant sur un des vecteurs quelconques ei, donne
une combinaison line´aire de ces meˆmes vecteurs. La lecture des vecteurs colonnes
de la matrice repre´sentant Sx conduit aux e´galite´s :
Sx ex = 0 ; Sx ey = ih¯ez ; Sx ez = −ih¯ey. (1B-30)
De meˆme, l’ope´rateur Sy est donne´ sous forme matricielle par :
Sy = h¯
 0 0 i0 0 0
−i 0 0
 (1-157)
ce qui permet d’e´crire :
Sy ex = −ih¯ez ; Sy ey = 0 ; Sy ez = ih¯ex ; (1B-31)
enfin, l’ope´rateur Sz :
Sz = h¯
0 −i 0i 0 0
0 0 0
 (1-155)
conduit aux relations :
Sz ex = ih¯ey ; Sz ey = −ih¯ex ; Sz ez = 0. (1B-32)
Les relations (1B-30–1B-32) peuvent s’e´crire d’une manie`re condense´e :
Sx = i h¯ ex ∧ ; Sy = i h¯ ey ∧ ; Sz = i h¯ ez ∧ . (1B-33)
On peut de´finir S+ et S− respectivement par :
S+ = Sx + iSy ; S0 = Sz ; S− = Sx − iSy. (1B-34)
En utilisant (1B-5b), on trouve :
S+ = −i h¯e1 ∧ ; S0 = i h¯e0 ∧ ; S− = i h¯e−1 ∧ . (1B-35)
Ces ope´rateurs ve´rifient alors les relations suivantes :
S+ e1 = 0 ; S+ e0 = h¯
√
2 e1 ; S+ e−1 = h¯
√
2 e0 (1B-36)
S− e1 = h¯
√
2 e0 ; S− e0 = h¯
√
2 e−1 ; S− e−1 = 0 (1B-37)
S0 e1 = h¯ e1 ; S0 e0 = 0 ; S0 e−1 = −h¯ e−1 (1B-38)
que l’on peut e´crire d’une manie`re condense´e :
S+ eν = h¯
√
2− ν(ν + 1) eν+1
S0 eν = h¯ ν eν
S− eν = h¯
√
2− ν(ν − 1) eν−1 .
(1B-39)
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C. Matrices de Wigner
C.1. Particule de spin 1/2
Matrices de Pauli
Les matrices de Pauli σx, σy et σz sont donne´es explicitement par :
σx =
(
0 1
1 0
)
; σy =
(
0 −i
i 0
)
; σz =
(
1 0
0 −1
)
. (1C-1)
Elles ve´rifient les proprie´te´s suivantes :
σx
2 = σy
2 = σz
2 (1C-2)
σxσy = −σyσx = iσz
σyσz = −σzσy = iσx
σzσx = −σxσz = iσy. (1C-3)
Soient A et B deux vecteurs quelconques qui commutent avec le spin. On peut
alors e´crire :
(σ ·A)(σ ·B) = (σxAx + σyAy + σzAz)(σxBx + σyBy + σzBz)
= AxBx +AyBy +AzBz + σxσy(AxBy −AyBx)
+ σxσz(AxBz −AzBx) + σyσz(AyBz −AzBy)
= A ·B+ iσ · (A ∧B) . (1C-4)
Matrice de Wigner
L’ope´rateur de rotation pour une particule de spin 1/2 est donne´ en fonction des
matrices de Pauli par :
Rˆ
s
p = cos
γ
2
I + i sin
γ
2
σ · u . (1-65)
En utilisant la forme explicite des matrices de Pauli, on obtient :
– pour une rotation autour de l’axe Ox :
D(1/2)(P ; γ/Ox ) =

cos(γ/2) i sin(γ/2)
i sin(γ/2) cos(γ/2)
 ; (1C-5)
– pour une rotation autour de l’axe Oy :
D(1/2)(P ; γ/Oy ) =

cos(γ/2) sin(γ/2)
− sin(γ/2) cos(γ/2)
 ; (1C-6)
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– pour une rotation autour de l’axe Oz :
D(1/2)(P ; γ/Oz ) =

eiγ/2 0
0 e−iγ/2
 . (1C-7)
Enfin, dans une rotation quelconque donne´e en fonction des angles d’Euler :
D(1/2)(P ; γ3 , γ2 , γ1 ) =
 eiγ3/2 cos(γ2/2) eiγ1/2 eiγ3/2 sin(γ2/2) e−iγ1/2
−e−iγ3/2 sin(γ2/2) eiγ1/2 e−iγ3/2 cos(γ2/2) e−iγ1/2
 .
(1C-8)
C.2. Particule de spin 1
La forme explicite de la matrice de Wigner pour un spin e´gal a` 1 peut eˆtre donne´e
par la loi de transformation des harmoniques sphe´riques avec l = 1 puisque :
Y m1 (ϑ, ϕ) =
1∑
m′=−1
D(1)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) Y m
′
1 (ϑ
′, ϕ′) . (1-32a)
D’autre part, tout vecteur V peut eˆtre caracte´rise´ par son module v et ses angles
polaire ϑ et azimutal ϕ. Si les composantes carte´siennes sont donne´es par
Vx = v sinϑ cosϕ ; Vy = v sinϑ sinϕ ; Vz = v cosϑ (1C-9a)
les composantes standard de´finies par (1B-8a) peuvent s’exprimer en fonction des
harmoniques sphe´riques Y m1 (ϑv, ϕv). En de´finissant par convention (ϑv, ϕv) ≡
(vˆ), on aura
Vm = v
√
4π
3
Y m1 (vˆ) . (1C-9b)
On en de´duit que la matrice de Wigner pour une particule de spin e´gal a` 1 a e´te´
explicitement donne´e dans l’e´tude de la transformation des composantes standard
d’un vecteur. Par exemple, d’apre`s (1B-16), on a
D(1)1 1 (P ; γ3, γ2, γ1) =
Rrp 11 +R
r
p 22
2
+ i
Rrp 12 −R
r
p 21
2
(1C-10)
avec :
Rrp 11 + R
r
p 22
= ( 1 + cos γ2 ) cos(γ3 + γ1 )
Rrp 12 − R
r
p 21
= ( 1 + cos γ2 ) sin(γ3 + γ1 )
(1C-11)
soit :
D(1)1 1 (P ; γ3, γ2, γ1) = eiγ3
1 + cos γ2
2
eiγ1 .
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La matrice comple`te est donne´e par :
D(1)(P ; γ3 , γ2 , γ1 ) =

eiγ3
1 + cos γ2
2
eiγ1 eiγ3
sinγ2√
2
eiγ3
1− cos γ2
2
e−iγ1
− sinγ2√
2
eiγ1 cos γ2
sinγ2√
2
e−iγ1
e−iγ3
1− cos γ2
2
eiγ1 −e−iγ3 sin γ2√
2
e−iγ3
1 + cos γ2
2
e−iγ1

.
(1C-12)
C.3. Particule de spin quelconque
Les matrices de Wigner dont les e´le´ments sont donne´s par :
D(j)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) = 〈j m′ | e
i
h¯
γ3Jze
i
h¯
γ2Jye
i
h¯
γ1Jz | j m 〉 (1C-13)
ont e´te´ calcule´s par Weyl a` partir des repre´sentations irre´ductibles du groupe
SU(2). Nous suivrons ici sa me´thode mais auparavant, il faut introduire la de´fini-
tion d’un groupe de transformations et de ses repre´sentations.
Le groupe SU(2) et ses repre´sentations irre´ductibles
Groupe de Transformations. Soit G un groupe de transformations quelconques
c’est-a`-dire tel que :
– si g1 et g2 sont deux e´le´ments de G, le produit g1g2 appartient a` G ;
– la loi de composition soit associative ;
– l’e´le´ment neutre e appartient a` G ;
– pour tout e´le´ment g de G, il existe un inverse g−1 dans G tel que gg−1 =
g−1g = e.
Si a` tout e´le´ment g du groupe G on fait correspondre l’ope´rateur Oˆg agissant dans
l’espace L, tel que :
– Oˆg2g1 = Oˆg2Oˆg1 ;
– Oˆg−1 = Oˆ
−1
g ;
– Oˆe = Iˆ ;
on dit que le groupe d’ope´rateurs Oˆg est une repre´sentation du groupe G dans L. La
forme matricielle D(Oˆg) des ope´rateurs constitue la forme matricielle de la repre´-
sentation. S’il existe une matrice C inversible, l’ensemble de´fini par CD(Oˆg)C−1
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forme aussi une repre´sentation de G. Elle est dite e´quivalente a` la repre´senta-
tion D(Oˆg). Si l’espace L ne contient aucun sous-espace invariant autre que lui-
meˆme, la repre´sentation est dite irre´ductible. En d’autres termes, si f1, f2, ..., fn
constituent n vecteurs de base de la repre´sentation irre´ductible, on aura :
Oˆgfj =
n∑
i=1
Di j(Oˆg) fi. (1C-14)
Groupe SU(2). Conside´rons le groupe SU(2) forme´ par l’ensemble des matrices
de dimension 2 unitaires et unimodulaires M telles que MM † = 1 et det M = 1.
Par de´finition, toute matrice s’e´crit alors
M =
(
a∗ −b∗
b a
)
(1C-15a)
| a |2 + | b |2= 1. (1C-15b)
En plus de la repre´sentation de dimension 2 constitue´e par les matrices M elles-
meˆmes, on peut construire les autres repre´sentations de SU(2) en prenant les
produits syme´triques de cette repre´sentation par elle-meˆme. En effet, si v et u
sont deux nombres quelconques, ils se transforment suivant
v′ = a∗ v − b∗ u
u′ = b v + a u
(1C-15c)
et inversement :
v = a v′ + b∗ u′
u = −b v′ + a∗ u′ (1C-15d)
ce qui donne pour les vecteurs de base de la repre´sentation de dimension 3 :
v′2 = a∗2 v2 − 2a∗b∗ vu+ b∗2 u2
v′u′ = a∗b v2 + (aa∗ − bb∗) vu− ab∗u2
u′2 = b2 v2 + 2ab vu+ a2u2. (1C-16)
Si on de´finit :
x =
v2 − u2
2
; y =
i(u2 + v2)
2
; z = −uv (1C-17a)
et inversement
v2 = x− iy ; u2 = −(x+ iy) (1C-17b)
avec des relations similaires pour les grandeurs transforme´es, les e´galite´s (1C-16)
conduisent a` :
x′ =
1
2
(a2 + a∗2 − b∗2 − b2) x + i
2
(a2 − a∗2 + b2 − b∗2) y + (ab+ a∗b∗) z
y′ =
i
2
(a∗2 − a2 − b∗2 + b2) x + 1
2
(b∗2 + a2 + a∗2 + b2) y + i(a∗b∗ − ab) z
z′ = −(ab∗ + a∗b) x + i(a∗b− ab∗) y + (aa∗ − bb∗) z. (1C-18)
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La matrice de la transformation donnant x′, y′ et z′ en fonction de x, y et z s’e´crit :
1
2
(a2 − b∗2 − b2 + a∗2) i
2
(a2 − a∗2 − b∗2 + b2) ab+ a∗b∗
i
2
(a∗2 − a2 − b∗2 + b2) 1
2
(b∗2 + a2 + a∗2 + b2) i(a∗b∗ − ab)
−(ab∗ + a∗b) i(a∗b− ab∗) aa∗ − bb∗
 . (1C-19)
Nous avons donc re´ussi a` associer a` chaque matrice de SU(2) une transformation
des variables x, y et z. On peut remarquer que les coefficients de la matrice
(1C-19) qui donne la loi de transformation sont tous re´els. D’autre part, on peut
ve´rifier que le de´terminant de cette matrice est e´gal a` 1 et que l’on a x2 + y2 + z2
= x′2 + y′2 + z′2. Si on a choisi u et v tels que x, y et z soient re´els, la relation
(1C-18) repre´sente la transformation par rotation des coordonne´es d’un point.
Nous allons maintenant montrer que toutes les rotations sont associe´es de cette
fac¸on a` des transformations unitaires. Il suffit de montrer que c’est le cas pour des
rotations autour des axes Oz et Oy respectivement.
Dans une rotation autour de l’axe Oz, il suffit d’identifier les matrices (1C-19)
avec :  cos γ sin γ 0− sinγ cos γ 0
0 0 1
 . (1C-20)
Les deux conditions | a |2 + | b |2 = 1 et aa∗−bb∗ = 1 imposent b = 0 et | a |= 1
et la matrice (1C-19) devient :
1
2
(a2 + a∗2)
i
2
(a2 − a∗2) 0
i
2
(a∗2 − a2) 1
2
(a2 + a∗2) 0
0 0 1
 . (1C-21)
En posant alors a = eiϑ, l’identification terme a` terme de (1C-20) et (1C-21)
donne a = (−1)n e−iγ/2 ou` n est un entier quelconque. On a par exemple la
correspondance : eiγ/2 0
0 e−iγ/2
→
 cos γ sin γ 0− sinγ cos γ 0
0 0 1
 . (1C-22)
La matrice de rotation autour de l’axe Oy est donne´e par :cos γ 0 − sinγ0 1 0
sin γ 0 cos γ
 (1C-23)
que l’on doit identifier avec (1C-19).
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Les deux conditions | a |2 + | b |2 = 1 et aa∗ − bb∗ = cos γ imposent | a |2 =
cos2 γ/2 et | b |2 = sin2 γ/2. On peut alors poser a = | cos γ/2 | eiϑ. On a de plus
les conditions :
ab+ a∗b∗ = − sinγ ; ab− a∗b∗ = 0 ;
ab∗ + a∗b = − sinγ ; a∗b− ab∗ = 0.
La somme des deux premie`res relations impose que :
b =
− sinγ
2 | cos γ/2 | e
−iϑ =
− sinγ/2 cosγ/2
| cos γ/2 | e
−iϑ.
La relation ab∗+a∗b = − sinγ entraˆıne que ϑ = nπ ou` n est un entier quelconque.
On a donc
a = | cos γ/2 | (−1)n ; b = − sinγ/2 cos γ/2| cos γ/2 | (−1)
n. (1C-24)
Si nous de´finissons le domaine de l’angle de rotation autour de l’axe Oy tel que
cos γ/2 soit positif ou nul (0 ≤ γ ≤ π ou −π/2 ≤ γ ≤ π/2 ou −π ≤ γ ≤ 0 ),
pour n pair on trouve a = cos γ/2 et b = − sinγ/2 . Si le domaine de de´finition
de γ est tel que cosγ/2 est ne´gatif ou nul, en prenant n impair, on aura les meˆmes
formes analytiques pour a et b que dans le cas pre´ce´dent. Dans tous les cas la
correspondance peut s’e´crire : cos γ/2 sinγ/2
− sinγ/2 cos γ/2
→
cos γ 0 − sin γ0 1 0
sinγ 0 cos γ
 . (1C-25)
Dans le cas ge´ne´ral, les valeurs de a et b sont obtenues en faisant le produit des
trois matrices correspondantes aux rotations autour des trois axes d’Euler :
a = e−iγ3/2 cos(γ2/2) e−iγ1/2 ; b = −e−iγ3/2 sin(γ2/2) eiγ1/2. (1C-26a)
La correspondance entre SU(2) et SO(3) s’e´crit explicitement : eiγ3/2 cos(γ2/2) eiγ1/2 eiγ3/2 sin(γ2/2) e−iγ1/2
−e−iγ3/2 sin(γ2/2) eiγ1/2 e−iγ3/2 cos(γ2/2) e−iγ1/2
→

Rrp 11 R
r
p 12
Rrp 13
Rrp 21 R
r
p 22
Rrp 23
Rrp 31 R
r
p 32
Rrp 33
 . (1C-26b)
Repre´sentations irre´ductibles de SU(2). Les n + 1 monoˆmes vn, vn−1 u, ... un
appartiennent a` la repre´sentation de dimension n+ 1 . Si on de´finit n = 2j et
fµ(v, u) =
vj−µ uj+µ√
(j + µ)! (j − µ)! (1C-27)
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ou` µ varie de −j a` j, on peut obtenir une repre´sentation unitaire avec la notation
habituelle utilise´e dans les rotations. Par de´finition, on a :
OˆM fµ(v
′, u′) = fµ(v, u) (1C-28a)
ou d’une manie`re e´quivalente (1C-15d) :
OˆM fµ(v, u) = fµ(av + b
∗u,−bv + a∗u)
=
(av + b∗u)j−µ (−bv + a∗u)j+µ√
(j + µ)! (j − µ)! · (1C-28b)
En utilisant le de´veloppement
(x+ y)n =
∑
t
n!
t!(n− t)! x
n−t yt
on trouve :
OˆM fµ(v, u) =
∑
xx′
(−1)x
√
(j + µ)! (j − µ)!
x!x′! (j + µ− x)! (j − µ− x′)!
× ax′ a∗j+µ−x bx b∗j−µ−x′ vx+x′ u2j−x−x′ . (1C-29)
Si on pose µ′ = j − x − x′ et en remarquant que le produit u2j−x−x′ vx+x′ est
e´gal a`
√
(j + µ′)! (j − µ′)! fµ′(v, u), on obtient :
OˆM fµ(v, u) =
∑
xµ′
(−1)x
√
(j + µ)! (j − µ)!(j + µ′)! (j − µ′)!
x! (j + µ− x)! (j − x− µ′)! (x+ µ′ − µ)
× aj−x−µ′ a∗j+µ−x bx b∗x+µ′−µ fµ′(v, u). (1C-30)
On a donc :
OˆM fµ(v, u) =
∑
µ′
U (j)µ′ µ(M) fµ′(v, u) (1C-31)
avec
U (j)µ′ µ(M) =
∑
x
(−1)x
√
(j + µ)! (j − µ)!(j + µ′)! (j − µ′)!
x! (j + µ− x)! (j − x− µ′)! (x+ µ′ − µ)
× aj−x−µ′ a∗j+µ−x bx b∗x+µ′−µ. (1C-32a)
La sommation sur x dans cette expression est telle que les ine´galite´s suivantes
doivent eˆtre ve´rifie´es :
sup (0, µ− µ′) ≤ x ≤ inf (j − µ′, j + µ). (1C-32b)
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Cette transformation est unitaire. Remarquons d’abord que si la matrice M don-
ne´e par (1C-15a) est unitaire, il en est de meˆme pour son inverse qui s’e´crit :
M−1 =
(
a b∗
−b a∗
)
.
Si on conside`re v′′ et u′′ transforme´s de v et u par cette matrice inverse, on a :
v′′ = a v + b∗ u
u′′ = −b v + a∗ u
avec conservation de la norme :
| v′′ | 2 + | u′′ | 2 = v′′ v′′ ∗ + u′′ u′′ ∗
= ( | v | 2 + | u | 2 ) ( | a | 2 + | b | 2 )
= | v | 2 + | u | 2 .
Calculons maintenant
∑
µ | fµ | 2 :
∑
µ
| fµ | 2 =
∑
µ
vj−µ uj+µ vj−µ∗ uj+µ∗
(j + µ)! (j − µ)!
=
∑
µ
| v | 2(j−µ) | u | 2(j+µ)
(j + µ)! (j − µ)! =
1
(2j)!
[ | v | 2 + | u | 2 ] 2j
=
1
(2j)!
[ | a v + b∗ u | 2 + | −b v + a∗ u |2 ] 2j
=
∑
µ
| a v + b∗ u | 2(j−µ) | −b v + a∗ u | 2(j+µ)
(j + µ)! (j − µ)!
=
∑
µ
| OˆM fµ |2
la dernie`re e´galite´ de´coulant de la de´finition (1C-28b). On admettra que cette
repre´sentation est aussi irre´ductible, la de´monstration de´passant le cadre de ce
cours.
Lorsque b = 0 dans la matriceM , U (j)µ′ µ(M) n’est diffe´rent de ze´ro que si x = 0
et µ′ = µ. En particulier, si M est la matrice identite´ I2, a = 1 et U (j)µ′ µ(M) =
δµ′ µ, soit U (j)(M) = I2j+1. Si M = −I2, a = −1 et on trouve U (j)µ′ µ(M) =
δµ′ µ (−1)2j, c’est-a`-dire U (j)(M) = I2j+1 si j est entier et U (j)(M) = −I2j+1 si
j est demi-entier. Les repre´sentations de SU(2) pour lesquelles U (j)(−I2) = I2j+1
sont appele´es repre´sentations paires et celles pour lesquelles U (j)(−I2) = −I2j+1
sont dites impaires. L’homomorphisme entre le groupe SU(2) et le groupe des
ope´rateurs repre´sente´ par les matrices U (j) permet de montrer que, quelle que soit
la matriceM de SU(2), les repre´sentations paires ve´rifient U (j)(−M) = U (j)(M)
et les repre´sentations impaires U (j)(−M) = −U (j)(M).
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On peut e´crire la matrice U (j) en fonction des angles d’Euler a` l’aide des
substitutions (1C-26a) :
U (j)µ′ µ(γ3, γ2, γ1) =
∑
x
(−1)x (−1)µ′−µ
√
(j + µ)! (j − µ)!(j + µ′)! (j − µ′)!
x! (j + µ− x)! (j − x− µ′)! (x+ µ′ − µ)
× eiµ′γ3 cos2j+µ−µ′−2x(γ2/2) sin2x+µ
′−µ(γ2/2) eiµγ1 . (1C-33)
La matrice C dont les e´le´ments sont donne´s par Cµν = δµ ν i2µ et [C−1]µν =
δµ ν i
−2µ permet de construire la repre´sentation irre´ductible
Γ (j)(γ3, γ2, γ1) = C U (j)(γ3, γ2, γ1) C−1 (1C-34)
dont les e´le´ments s’e´crivent :
Γ
(j)
µ′µ(γ3, γ2, γ1) = (−1)µ
′−µ U (j)µ′ µ (1C-35)
ou explicitement :
Γ
(j)
µ′ µ(γ3, γ2, γ1) =
∑
x
(−1)x
√
(j + µ)! (j − µ)!(j + µ′)! (j − µ′)!
x! (j + µ− x)! (j − x− µ′)! (x+ µ′ − µ)
× eiµ′γ3 cos2j+µ−µ′−2x(γ2/2) sin2x+µ
′−µ(γ2/2) eiµγ1 . (1C-36)
Il est clair que la relation (1C-34) entraˆıne que si
U (j)(−M) = εU (j)(M) (1C-37a)
on aura :
Γ (j)(−M) = ε Γ (j)(M). (1C-37b)
Repre´sentations irre´ductibles de SO(3)
Si on calcule explicitement les e´le´ments de la matrice Γ (j)(γ3, γ2, γ1) pour j = 1/2
et j = 1, on retrouve respectivement les matrices (1C-8) et (1C-12). Quelle que
soit la valeur de j on a :
D(j)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) = 〈j m′ | e
i
h¯
γ3Jze
i
h¯
γ2Jye
i
h¯
γ1Jz | j m 〉 (1C-38)
avec :
D(j)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) = eim
′γ3 d
(j)
m′m(P ; γ2) e
imγ1 (1C-39a)
et
d
(j)
m′m(P ; γ2) =
∑
x
(−1)x
√
(j +m)!(j −m)!(j +m′)!(j −m′)!
(j −m′ − x)!(j +m− x)!x! (x+m′ −m)!
× cos2j+m−m′−2x(γ2/2) sin2x+m
′−m(γ2/2). (1C-40a)
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les valeurs de x possibles devant ve´rifier :
sup (0,m−m′) ≤ x ≤ inf (j −m′, j +m). (1C-40b)
Si on pose γ1 = γ3 = 0 dans (1C-38) et (1C-39a) on voit que l’e´le´ment de la
matrice de rotation re´duite d
(j)
m′m(P ; γ2) est aussi donne´ par :
d
(j)
m′m(P ; γ2) = 〈 j m′ | e
i
h¯
γ2Jy | j m 〉. (1C-39b)
Pour e´crire les relations ci-dessus, nous avons effectue´ la de´marche suivante : a`
chaque rotation Rp(γ3, γ2, γ1) de SO(3), nous avons associe´ un ope´rateur quan-
tique Rˆp(γ3, γ2, γ1) dont les e´le´ments de matrice sont donne´s par les repre´sentations
irre´ductibles de dimension 2j + 1 de SU(2).
Nous allons voir maintenant que cette de´marche est incomple`te lorsque le spin
de la particule est demi-entier. Supposons que l’on effectue la substitution γ2 →
γ2 + 2π n2 dans (1C-40a) :
cos2j+m−m
′−2x(γ2/2 + πn2) = (−1)(2j+m−m′−2x)n2 cos2j+m−m′−2x(γ2/2)
sin2x+m
′−m(γ2/2 + πn2) = (−1)(2x+m′−m)n2 sin2x+m
′−m(γ2/2)
soit :
d
(j)
m′m(P ; γ2 + 2πn2) = (−1)2jn2 d(j)m′m(P ; γ2). (1C-41)
Si on effectue la substitution γ1 → γ1 + 2πn1, on a :
eim(γ1+2πn1) = eimγ1 ei 2πmn1 .
Si m est entier, le second terme du produit ci-dessus est e´gal a` 1. Si m est demi-
entier, on peut toujours poser m = k/2, ou` k est un entier qui varie suivant m de
−j a` j avec un saut de 2 unite´s :
ei 2πmn1 = ei πkn1 = (−1)2j n1 . (1C-42)
Cette relation est d’ailleurs ve´rifie´e lorsque m (donc j) est aussi entier de sorte
que l’on a toujours :
eim(γ1+2πn1) = (−1)2j n1 eimγ1 , (1C-43a)
eim
′(γ3+2πn3) = (−1)2j n3 eim′γ3 . (1C-43b)
Ainsi toutes les rotations ayant les angles d’Euler de´finies par :
γ′1 = γ1 + 2πn1
γ′2 = γ2 + 2πn2
γ′3 = γ3 + 2πn3
(1C-44)
et qui correspondent a` la meˆme rotation physique ne donneront pas le meˆme ope´-
rateur quantique (ils diffe`rent par une phase) :
D(j)m′m(P ; γ′3, γ′2, γ′1) = (−1) 2j(n1+n2+n3) D(j)m′m(P ; γ3, γ2, γ1). (1C-45)
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Ce re´sultat signifie que lorsque le spin est demi-entier, a` chaque rotation corres-
pondent 2 ope´rateurs quantiques de signes oppose´s et il est impossible de choisir
le signe par convention. En effet, on peut facilement montrer (si on effectue deux
rotations successives de π autour de l’axe Oz ou de 2π) que pour de tels spins, on
a seulement la relation
Rˆp2p1 = ± Rˆp2Rˆp1 . (1C-46)
On peut expliquer ce re´sultat a` partir des repre´sentations irre´ductibles de SU(2).
On peut tout d’abord remarquer que la correspondance entre SU(2) et SO(3)
n’est pas biunivoque car si on change a en −a et b en −b, la relation (1C-18) reste
inchange´e. Lorsque j est entier, les repre´sentations U (j)(M) et U (j)(−M) sont
identiques ce qui entraˆıne un isomorphisme entre les repre´sentations de dimension
2j+1 de SU(2) et de SO(3). Par contre lorsque le spin est demi-entier, les repre´-
sentations U (j)(M) et U (j)(−M) sont diffe´rentes mais correspondent a` la meˆme
rotation physique. On parle alors d’une repre´sentation a` deux valeurs de SO(3)
bien qu’en toute rigueur une repre´sentation de SU(2) ne soit pas dans ce cas une
repre´sentation de SO(3) a` cause du signe ” − ” possible dans (1C-46).
C.4. Proprie´te´s des matrices re´duites et valeurs particulie`res
Proprie´te´s de d
(j)
m m(P; γ2)
De la relation de de´finition (1C-40a) de d
(j)
m′m(P ; γ2), on a :
d
(j)
−m′−m(P ; γ2) = d
(j)
mm′(P ; γ2). (1C-47a)
Si on fait le changement de variable x′ = x+m′ −m dans (1C-40a), on obtient :
d
(j)
m′m(P ; γ2) =
∑
x′
(−1)x′+m−m′
√
(j +m)!(j −m)!(j +m′)!(j −m′)!
(j −m− x′)!(j +m′ − x′)!x′! (x′ +m−m′)!
× cos2j+m′−m−2x′(γ2/2) sin2x
′+m−m′(γ2/2) (1C-48)
d’ou` la relation :
d
(j)
m′m(P ; γ2) = (−1)m−m
′
d
(j)
mm′(P ; γ2) = (−1)m
′−m d(j)mm′(P ; γ2). (1C-47b)
Si on fait les substitutions m′ → −m′ et m→ −m dans (1C-48), on a :
d
(j)
−m′−m(P ; γ2) = (−1)m−m
′
d
(j)
m′m(P ; γ2) = (−1)m
′−m d(j)m′m(P ; γ2). (1C-47c)
Si on remplace γ2 par −γ2 dans (1C-48), le terme en sinus est multiplie´ par
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la phase (−1)2x′+m−m′ ce qui donne une phase totale (−1)2x′+m−m′+x′+m−m′ =
(−1)x′ , d’ou` :
d
(j)
m′m(P ;−γ2) = d(j)mm′(P ; γ2). (1C-47d)
Si on remplace γ2 par π − γ2 dans (1C-40a), le sinus est transforme´ en cosinus et
re´ciproquement. En faisant le changement de variable x′ = j−m′−x, on obtient :
d
(j)
m′m(P ;π − γ2) = (−1)j−m
′
d
(j)
m′−m(P ; γ2). (1C-47e)
Si on remplace γ2 par π + γ2 dans (1C-40a), le sinus est transforme´ en cosinus et
le cosinus est transforme´ en sinus avec une phase (−1)2j+m−m′−2x. En faisant le
changement de variable x′ = j −m′ − x, on obtient :
d
(j)
m′m(P ;π + γ2) = (−1)j+md(j)m′−m(P ; γ2). (1C-47f)
Valeurs particulie`res de d
(j)
m m(P; γ2)
(α) j = 1/2
Lorsque le moment angulaire a la valeur j = 1/2, la forme explicite est donne´e
par :
d
(1/2)
1/2 1/2(P ; γ2) = d
(1/2)
−1/2−1/2(P ; γ2) = cos(γ2/2)
d
(1/2)
1/2−1/2(P ; γ2) = −d
(1/2)
−1/2 1/2(P ; γ2) = sin(γ2/2). (1C-48)
(β) j = 1
Dans le cas ou` le moment angulaire j est e´gal a` 1, on a :
d
(1)
1 1 (P ; γ2) = d
(1)
−1−1(P ; γ2) =
1
2
(1 + cos γ2)
d
(1)
1 0 (P ; γ2) = d
(1)
0−1(P ; γ2) = −d(1)0 1 (P ; γ2) = −d(1)−1 0(P ; γ2) =
1√
2
sinγ2
d
(1)
1−1(P ; γ2) = d
(1)
−1 1(P ; γ2) =
1
2
(1− cos γ2)
d
(1)
0 0 (P ; γ2) = cosγ2. (1C-49)
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(γ) j = 3/2
d
(3/2)
3/2 3/2(P ; γ2) = d
(3/2)
−3/2−3/2(P ; γ2) = cos
3(γ2/2)
d
(3/2)
3/2 1/2(P ; γ2) = d
(3/2)
−1/2−3/2(P ; γ2) = −d(3/2)1/2 3/2(P ; γ2) = −d(3/2)−3/2−1/2(P ; γ2)
=
√
3 cos2(γ2/2) sin(γ2/2)
d
(3/2)
3/2−1/2(P ; γ2) = d
(3/2)
1/2−3/2(P ; γ2) = d
(3/2)
−1/2 3/2(P ; γ2) = d
(3/2)
−3/2 1/2(P ; γ2)
=
√
3 cos(γ2/2) sin
2(γ2/2)
d
(3/2)
3/2−3/2(P ; γ2) = −d(3/2)−3/2 3/2(P ; γ2) = sin3(γ2/2)
d
(3/2)
1/2 1/2(P ; γ2) = d
(3/2)
−1/2−1/2(P ; γ2)
= cos3(γ2/2) − 2 cos(γ2/2) sin2(γ2/2)
= cos(γ2/2) ( 3cos
2(γ2/2)− 2 )
d
(3/2)
1/2−1/2(P ; γ2) = −d(3/2)−1/2 1/2(P ; γ2)
= 2cos2(γ2/2) sin(γ2/2) − sin3(γ2/2)
= sin(γ2/2) ( 2− 3sin2(γ2/2) ). (1C-50)
(δ) j = 2
d
(2)
2 2 (P ; γ2) = d
(2)
−2−2(P ; γ2) = cos
4(γ2/2)
d
(2)
2 1 (P ; γ2) = d
(2)
−1−2(P ; γ2) = −d(2)1 2 (P ; γ2) = −d(2)−2−1(P ; γ2)
= 2 cos3(γ2/2) sin(γ2/2) =
1
2
(1 + cos γ2) sin γ2
d
(2)
2 0 (P ; γ2) = d
(2)
0−2(P ; γ2) = d
(2)
0 2 (P ; γ2) = d
(2)
−2 0(P ; γ2)
=
√
6 cos2(γ2/2) sin
2(γ2/2) =
√
3
8
sin2γ2
d
(2)
2−1(P ; γ2) = d
(2)
1−2(P ; γ2) = −d(2)−1 2(P ; γ2) = −d(2)−2 1(P ; γ2)
= 2 cos(γ2/2) sin
3(γ2/2) =
1
2
(1− cos γ2) sin γ2
d
(2)
2−2(P ; γ2) = d
(2)
−2 2(P ; γ2) = sin
4(γ2/2)
d
(2)
1 1 (P ; γ2) = d
(2)
−1−1(P ; γ2)
= cos4(γ2/2)− 3 cos2(γ2/2) sin2(γ2/2) = 1
2
(1 + cos γ2) (2 cos γ2 − 1)
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d
(2)
1 0 (P ; γ2) = d
(2)
0−1(P ; γ2) = −d(2)0 1 (P ; γ2) = −d(2)−1 0(P ; γ2)
=
√
6 (cos3(γ2/2) sin(γ2/2) − cos(γ2/2) sin3(γ2/2))
=
√
3
2
sinγ2 cos γ2
d
(2)
1−1(P ; γ2) = d
(2)
−1 1(P ; γ2) = 3 cos
2(γ2/2) sin
2(γ2/2) − sin4(γ2/2)
=
1
2
(1− cos γ2) (2 cos γ2 + 1)
d
(2)
0 0 (P ; γ2) = cos
4(γ2/2) + sin
4(γ2/2) − 4 cos2(γ2/2) sin2(γ2/2)
=
1
2
(3cos2γ2 − 1). (1C-51)
C.5. Proprie´te´s des matrices de Wigner et conventions
Proprie´te´s des matrices de Wigner
L’ope´rateur de rotation e´tant unitaire, on a :
〈 j m | Rˆp† | j m′ 〉 = 〈 j m | Rˆp−1 | j m′ 〉 = 〈 j m′ | Rˆp | j m 〉 ∗ (1C-52a)
c’est-a`-dire :
D(j)m′m
∗
= [D(j) −1]mm′ . (1C-52b)
La meˆme proprie´te´ d’unitarite´ entraˆıne deux relations entre les e´le´ments de ma-
trice :
〈j m | Rˆp† Rˆp | j m′〉 = δmm′=
∑
m′′〈j m | Rˆp
† | j m′′〉〈j m′′ | Rˆp | j m′〉
=
∑
m′′〈 j m′′ | Rˆp | j m 〉∗〈j m′′ | Rˆp | j m′〉.
Cette relation s’e´crit encore :∑
m′′
D(j)m′′m
∗
(P ; γ3, γ2, γ1)D(j)m′′m′(P ; γ3, γ2, γ1) = δmm′. (1C-53)
La seconde relation s’e´crit :
〈 j m | Rˆp Rˆp† | j m′ 〉 = δmm′
=
∑
m′′ 〈 j m | Rˆp | j m′′ 〉〈 j m′′ | Rˆp
† | j m′ 〉
=
∑
m′′ 〈 j m | Rˆp | j m′′ 〉〈 j m′ | Rˆp | j m′′ 〉 ∗
ce qui est e´quivalent a` :∑
m′′
D(j)mm′′(P ; γ3, γ2, γ1)D(j)m′m′′
∗
(P ; γ3, γ2, γ1) = δmm′ (1C-54)
en prenant le complexe conjugue´ de cette e´galite´, on peut e´crire :∑
m′′
D(j)mm′′
∗
(P ; γ3, γ2, γ1)D(j)m′m′′(P ; γ3, γ2, γ1) = δmm′. (1C-55)
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Ces matrices de Wigner posse`dent de plus des relations de syme´trie (1C-47c) :
D(j)m′m
∗
(P ; γ3, γ2, γ1) = (−1)m′−mD(j)−m′−m(P ; γ3, γ2, γ1)
= (−1)m−m′ D(j)−m′−m(P ; γ3, γ2, γ1) (1C-56)
et sont normalise´es suivant :∫ π
0
sin γ2 dγ2
∫ 2π
0
dγ1
∫ 2π
0
dγ3 D(j)m′m
∗
(P ; γ3, γ2, γ1) D(j1)m′
1
m
1
(P ; γ3, γ2, γ1) =
8π2
2j + 1
δj j1 δmm1 δm′1m′. (1C-57)
Conventions
Nous avons vu qu’a` une rotation de SO(3) correspond deux ope´rateurs lorsque le
spin est demi-entier. Nous allons maintenant de´finir les ope´rateurs quantiques tels
que :
– le domaine de de´finition des angles d’Euler est donne´ par :
0 ≤ γ1 ≤ 2π ; 0 ≤ γ2 ≤ π ; 0 ≤ γ3 ≤ 2π ; (1C-58)
– le signe de l’ope´rateur sera tel que pour une particule de spin 1/2, on devra
retrouver la valeur donne´e par (1C-5) ou (1C-6) ou (1C-7).
Soit donc un ope´rateur Rˆp(γ3, γ2, γ1) de´fini par ses angles d’Euler quelconques. On
se propose de de´terminer d’une part les angles γ3
′, γ2′, γ1′ respectant les conven-
tions donne´es ci-dessus et d’autre part la phase reliant les ope´rateurs Rˆp(γ3, γ2, γ1)
et Rˆp(γ3
′, γ2′, γ1′). Les e´galite´s (1C-47b) et (1C-47d) entraˆınent :
d
(j)
m′m(P ; γ2) = (−1)m−m
′
d
(j)
m′m(P ;−γ2)
mais (−1)m−m′ = ei π (m−m′) = e−i πm′ ei π m. On peut donc dire qu’une rotation
de γ2 autour de l’axe Oy est e´quivalente a` :
– une rotation de π autour de Oz ;
– une rotation de −γ2 autour du nouvel axe Oy ;
– une rotation de −π autour de l’axe Oz final.
On en de´duit que les rotations Rp(γ3, γ2, γ1) et Rp(γ3′, γ2′, γ1′) sont e´quivalentes
avec :  γ
′
1 = γ1 + 2πn1
γ′2 = γ2 + 2πn2
γ′3 = γ3 + 2πn3
(1C-59a)
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ou :  γ
′
1 = γ1 + π + 2πn1
γ′2 = −γ2 + 2πn2
γ′3 = γ3 − π + 2πn3
. (1C-59b)
La relation qui existe entre les ope´rateurs quantiques correspondants est alors
donne´e simplement par :
Rˆp(γ3, γ2, γ1) = (−1)2j (n1+n2+n3) Rˆp(γ3′, γ2′, γ1′) (1C-60a)
ou :
D(j)m′m(P ; γ′3, γ′2, γ′1) = (−1) 2j(n1+n2+n3) D(j)m′m(P ; γ3, γ2, γ1). (1C-60b)
Exemples et cas particuliers
(a) Rotation de γ2 autour de Oy avec π < γ2 ≤ 2π
Si on pose γ2 = π + x, on aura (avec n1 = 0, n2 = n3 = 1 dans (1C-59b)) :
Rˆp(0, γ2, 0) = Rˆp(π, π − x, π)
soit :
Rˆp(0, γ2, 0) = Rˆp(π, 2π − γ2, π). (1C-61)
(b) Rotation de γ2 autour de Oy avec −π < γ2 < 0
Avec n1 = n2 = 0 et n3 = 1 dans (1C-59b), on a :
Rˆp(0, γ2, 0) = (−1)2j Rˆp(π,−γ2, π). (1C-62)
(c) Rotation inverse d’une rotation quelconque
Il est clair que l’ope´rateur Rˆp(γ3, γ2, γ1) aura pour ope´rateur inverse
[Rˆp(γ3, γ2, γ1)]
†
= Rˆp(γ3
′′ = −γ1, γ2′′ = −γ2, γ1′′ = −γ3). D’ou` :
[Rˆp(γ3, γ2, γ1)]
−1
= (−1)2j (n1+n2+n3)
× Rˆp(γ3′′ = −γ1 − π + 2πn3, γ2′′ = γ2 + 2πn2, γ1′′ = −γ3 + π + 2πn1). (1C-63)
Si les angles d’Euler γ1, γ2, γ3 sont de´finis avec les conventions (1C-58), on a :
[Rˆp(γ3, γ2, γ1)]
−1
= (−1)2j (n1+n3)
× Rˆp(γ3′′ = −γ1 − π + 2πn3, γ2′′ = γ2, γ1′′ = −γ3 + π + 2πn1). (1C-64)
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(d) Rotation d’un angle γ autour de l’axe Ox
On doit d’abord identifier terme-a`-terme les deux matrices (1C-5) et (1C-8) ce qui
donne :
cos(γ3 + γ1)/2 cos(γ2/2) = cos(γ/2) avec sin(γ3 + γ1)/2 = 0
et :
sin(γ3 − γ1)/2 sin(γ2/2) = sin(γ/2) avec cos(γ3 − γ1)/2 = 0
ce qui donne :
γ1 = −π
2
+ n1π ; γ3 =
π
2
+ n3π. (1C-65)
L’identification des termes impose que la somme n1+n3 doit eˆtre paire. En prenant
n3 = 0 et n1 = 2, on trouve :
γ1 =
3π
2
; γ3 =
π
2
; γ2 = γ + 2π (1C-66)
soit :
Rˆp(γ/0x) = Rˆp(π/2, γ + 2π, 3π/2)
= (−1)2j Rˆp(π/2, γ, 3π/2).
Cette e´galite´ est valable si γ est compris entre 0 et π. Si ce n’est pas le cas, on sera
amene´ a` modifier cette relation en utilisant (1C-59a, 1C-59b) de manie`re a` rendre
γ1, γ2 et γ3 compatibles avec les intervalles de´finis par (1C-58) et on introduira la
phase supple´mentaire donne´e par (1C-60). Nous allons traiter comme exemple le
cas ou` −π < γ < 0. En utilisant (1C-59b) avec γ1 = 3π/2 et γ3 = π/2, on trouve
n1 = −1, n2 = 0 et n3 = 1, ce qui donne finalement :
Rˆp(γ/0x) = (−1)2j Rˆp(π/2, γ, 3π/2) si 0 ≤ γ ≤ π (1C-67a)
et :
Rˆp(γ/0x) = (−1)2j Rˆp(3π/2,−γ, π/2) si − π < γ < 0. (1C-67b)
(e) Rotation d’un angle π autour de chacun des axes
(α) Rotation autour de l’axe Oz
Rˆp(π/0z) = e
i
h¯
π Jz (1C-68)
soit :
D(j)m′m(P ; 0, 0, π) = eiπ m δm′m (1C-69)
et :
Rˆp(π/0z) | j m 〉 = eiπm | j m 〉. (1C-70)
(β) Rotation autour de l’axe Oy
Rˆp(π/0y) = e
i
h¯
π Jy (1C-71)
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soit :
D(j)m′m(P ; 0, π, 0) = d(j)m′m(P ;π). (1C-72)
Cet e´le´ment de matrice ne sera non nul que si 2j +m−m′ − 2x est nul. En rem-
plac¸ant la valeur de x = j+(m−m′)/2 ainsi obtenue dans les ine´galite´s (1C-40b),
on trouve m′ = −m et x = j +m. Finalement, l’expression (1C-40a) donne :
d
(j)
m′m(P ;π) = (−1)j+m δm′−m = ei π (j+m) δm′−m. (1C-73)
On a donc :
D(j)m′m(P ; 0, π, 0) = (−1)j+m δm′−m = ei π (j+m) δm′−m (1C-74)
et :
Rˆp(π/0y) | j m 〉 = (−1)j+m | j −m 〉 = ei π (j+m) | j −m 〉. (1C-75)
(γ) Rotation autour de l’axe Ox
Rˆp(π/0x) = e
i
h¯
π Jx . (1C-76a)
D’apre`s (1C-67a), on a :
Rˆp(γ/0x) = (−1)2j Rˆp(π/2, π, 3π/2) (1C-76b)
d’ou` : [
Rˆp(π/0x)
]
m′m
= (−1)2j ei pi2m′ (−1)j+m δm′−m ei 3pi2 m
= (−1)2j (−1)j+m eiπ mδm′−m
mais :
(i) (−1)j+m = (−1)−j−m
(ii) (−1)−j−m = e−iπ (j+m) = e−iπ j e−iπm
(iii) (−1)2j = e2iπ j
ce qui entraˆıne : [
Rˆp(π/0x)
]
m′m
= eiπ j δm′−m (1C-77)
et :
Rˆp(π/0x) | j m 〉 = eiπ j | j −m 〉. (1C-78)
D. Correspondance entre les transformations
ge´ome´triques
Nous avons vu que toute rotation dans l’espace habituel pouvait eˆtre de´finie par les
angles d’Euler ou par un vecteur unitaire et un angle de rotation. L’ope´rateur (ou
les ope´rateurs) de rotation associe´ est ge´ne´ralement donne´ en fonction des angles
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d’Euler. Dans ce comple´ment, nous donnerons les lois de correspondance entre
les deux transformations ge´ome´triques et plus particulie`rement nous exprimerons
les angles d’Euler en fonction des composantes du vecteur unitaire u (d’angles
polaires θ et φ) et de l’angle de rotation γ.
La loi de transformation des coordonne´es d’un point quelconque est la meˆme
pour les deux transformations. En d’autres termes, cela signifie que les e´le´ments
de matrice Rrp ij donne´s par les relations (1-11) et (1-13) doivent avoir la meˆme
valeur nume´rique.
Si on calcule la somme des e´le´ments diagonaux, on trouve :
Rrp 11 +R
r
p 22
+Rrp 33 = cos γ2 [1 + cos(γ1 + γ3)] + cos(γ1 + γ3)
= 2cos2γ2/2 [1 + cos(γ1 + γ3)]− 1
= 1 + 2 cosγ = 4cos2γ/2− 1 (1D-1)
ce qui entraˆıne :
cos2
γ2
2
cos2
(
γ1 + γ3
2
)
= cos2
γ
2
· (1D-2)
La seconde relation peut eˆtre de´termine´e uniquement a` partir de Rrp 33 :
Rrp 33 = cos γ2 = 1− 2sin2
γ2
2
= cos2ϑ (1− cos γ) + cos γ
= 1− 2sin2ϑ sin2 γ
2
(1D-3)
soit :
cos γ2 = cos
2ϑ (1− cos γ) + cos γ (1D-4a)
ou encore :
sin2
γ2
2
= sin2ϑ sin2
γ
2
· (1D-4b)
Une autre relation simple est obtenue en faisant la somme Rrp 12 +R
r
p 21
:
Rrp 12 +R
r
p 21
= 2uxuy(1− cos γ) = sin2ϑ sin 2ϕ (1− cos γ)
= 2 sin2ϑ sin 2ϕ sin2
γ
2
= cos γ2(cos γ3 sin γ1 − sin γ3 cos γ1) + sin γ3 cos γ1 − cos γ3 sin γ1
= 2 sin(γ3 − γ1)sin2 γ2
2
·
En utilisant (1D-4b), on trouve :
sin 2ϕ = sin(γ3 − γ1) (1D-5)
ce qui donne deux solutions possibles :
ϕ =
γ3 − γ1
2
(1D-6a)
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ou :
ϕ =
γ1 − γ3
2
+
π
2
· (1D-6b)
Si on fait la diffe´rence Rrp 21 −R
r
p 12
, on obtient :
Rrp 21 −R
r
p 12
= 2uz sinγ = 2 cosϑ sinγ
= −(1 + cos γ2) sin(γ1 + γ3) (1D-7)
ce qui conduit aux deux relations :
(1 + cos γ2) sin(γ1 + γ3) = −2 cosϑ sin γ (1D-8a)
(1 + cos γ2) sin
(
γ1 + γ3
2
)
cos
(
γ1 + γ3
2
)
= − cosϑ sin γ. (1D-8b)
Des calculs similaires peuvent eˆtre faits a` partir de Rrp 31 et R
r
p 13
. En faisant la
somme, nous avons :
sinγ2 sin
(
γ1 + γ3
2
)
sin
(
γ3 − γ1
2
)
= 2 sinϑ cosϑ sin2
γ
2
(1D-9a)
ou :
sin
γ2
2
cos
γ2
2
sin
(
γ1 + γ3
2
)
sin
(
γ3 − γ1
2
)
= sinϑ cosϑ sin2
γ
2
· (1D-9b)
La diffe´rence donne :
sinγ2 cos
(
γ1 + γ3
2
)
cos
(
γ3 − γ1
2
)
= sinϑ sinϕ sinγ (1D-10a)
ce qui est e´quivalent a` :
sin
γ2
2
cos
γ2
2
cos
(
γ1 + γ3
2
)
cos
(
γ3 − γ1
2
)
= sinϑ sinϕ sin
γ
2
cos
γ
2
·
(1D-10b)
Si on e´le`ve cette dernie`re e´galite´ au carre´ et utilisant (1D-2) et (1D-4b), on trouve :
cos2
(
γ3 − γ1
2
)
= sin2ϕ.
Seule la relation (1D-6b) est donc ve´rifie´e. On a donc :
ϕ =
γ1 − γ3
2
+
π
2
;
γ1 − γ3
2
= ϕ− π
2
(1D-11)
avec :
cosϕ = sin
(
γ3 − γ1
2
)
; sinϕ = cos
(
γ3 − γ1
2
)
· (1D-12)
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En remplac¸ant l’e´galite´ (1D-12) dans (1D-9) et (1D-10), on obtient alors :
sin γ2 sin
(
γ1 + γ3
2
)
cosϕ = 2 sinϑ cosϑ sin2
γ
2
(1D-13a)
ou :
sin
γ2
2
cos
γ2
2
sin
(
γ1 + γ3
2
)
cosϕ = sinϑ cosϑ sin2
γ
2
(1D-13b)
et :
sin γ2 cos
(
γ1 + γ3
2
)
= sinϑ sin γ (1D-14a)
ce qui est e´quivalent a` :
sin
γ2
2
cos
γ2
2
cos
(
γ1 + γ3
2
)
= sinϑ sin
γ
2
cos
γ
2
· (1D-14b)
Les relations (1D-2) et (1D-4b) peuvent aussi s’e´crire :∣∣∣cos γ2
2
∣∣∣ ∣∣∣∣cos(γ1 + γ32
)∣∣∣∣ = ∣∣∣cos γ2 ∣∣∣ (1D-15a)∣∣∣sin γ2
2
∣∣∣ = sinϑ ∣∣∣sin γ
2
∣∣∣ · (1D-15b)
Si on de´finit maintenant :
ε(x) =
sinx/2
| sinx/2 | · (1D-16)
La relation (1D-14b) s’e´crit :
ε(γ2) cos
γ2
2
cos
(
γ1 + γ3
2
)
= ε(γ) cos
γ
2
· (1D-17)
On peut calculer les angles d’Euler a` l’aide des relations ci-dessus. On peut tou-
jours choisir le signe de γ2 quelconque d’apre`s (1C-57b). Nous le prendrons par
convention tel que le produit γ2γ soit positif ou nul.
Si on pose :
x2 = cos
2ϑ (1− cos γ) + cos γ
l’angle γ2 sera alors donne´ par :
γ2 = ǫ arccosx2. (1D-18)
Les relations pre´ce´dentes (1D-17) et (1D-8b) donneront les valeurs de
cos (γ1 + γ3)/2 et de sin (γ1 + γ3)/2. On pourra en de´duire la valeur de (γ1+γ3)/2.
γ1 et γ3 seront alors donne´s a` l’aide de (1D-11). Pour cosϕ diffe´rent de ze´ro, les
relations (1D-13) doivent eˆtre ve´rifie´es et ainsi confirmer ou infirmer le choix de γ2.
Ann. Phys. Fr. 26 • No 6 • 2001

Rotations actives
Dans le chapitre pre´ce´dent nous avons vu comment se transforment des grandeurs
physiques lorsqu’on passe par rotation d’un syste`me de re´fe´rence a` un autre. Il
existe un autre type de transformation que l’on appelle active dans laquelle on fait
subir la rotation au syste`me physique tout en restant dans le meˆme syste`me de
re´fe´rence. Leur e´tude et la comparaison avec les rotations passives fait l’objet de
ce second chapitre.
1. Transformations ge´ome´triques
1.1. Transformation de´finie par les angles d’Euler
Soit un repe`re (S) de´fini par trois vecteurs unitaires ex, ey, ez orthogonaux. Dans
une rotation active, on fait subir au syste`me physique une rotation telle que le point
M de coordonne´es (x, y, z) dans le repe`re (S) sera transforme´ en un nouveau point
M’ de coordonne´es (x′, y′, z′) dans le meˆme repe`re (S). Si on attache un repe`re (S′)
au syste`me physique, (S) et (S′) e´tant initialement confondus, la transformation
sera de´finie par :
– une rotation de γ1 autour de Oz faisant passer du trie`dre (ex, ey, ez) au
trie`dre (ex1 , ey1 , ez1) ;
– une rotation de γ2 autour du nouvel axe Oy = Oy1 faisant passer le trie`dre
(ex1 , ey1 , ez1) au trie`dre (ex2 , ey2 , ez2) ;
– une rotation de γ3 autour du nouvel axe Oz = Oz2 faisant passer du trie`dre
(ex2 , ey2 , ez2) au trie`dre (e
′
x′ , e
′
y′ , e
′
z′).
Il est clair que la loi de transformation faisant passer les vecteurs unitaires (ex,
ey, ez) aux vecteurs unitaires (e
′
x′ , e
′
y′ , e
′
z′) est la meˆme que dans une rotation
passive :e′x′e′
y′
e
′
z′
 =
 cos γ3 sin γ3 0− sin γ3 cos γ3 0
0 0 1
cos γ2 0 − sin γ20 1 0
sin γ2 0 cos γ2
 cos γ1 sin γ1 0− sin γ1 cos γ1 0
0 0 1
exey
ez
 . (1-7)
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Cette e´galite´ s’e´crit encore :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =
Rep (γ3, γ2, γ1)


ex
ey
ez
 . (2-1)
Par contre, la loi de transformation des coordonne´es est diffe´rente de celle du cas
passif. En effet, nous avons :
r = x ex + y ey + z ez (2-2)
x, y et z e´tant les coordonne´es du point M dans le repe`re (S). Dans ce dernier, le
nouveau point M’ aura les coordonne´es x′, y′ et z′ telles que :
r
′ = x′ ex + y′ ey + z′ ez. (2-3a)
Ses coordonne´es suivant les axes unitaires (e′x′ , e
′
y′ , e
′
z′) du repe`re (S′) sont e´vi-
demment les meˆmes que celles de M suivant (ex, ey, ez) :
r
′ = x e′x′ + y e
′
y′ + z e
′
z′ . (2-3b)
L’e´galite´ entre les relations (2-3a) et (2-3b) peut aussi s’e´crire :
(
x′ y′ z′
)

ex
ey
ez
 = (x y z)

e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′

=
(
x y z
)
Rep (γ3, γ2, γ1)


ex
ey
ez

soit :
(
x′ y′ z′
)
=
(
x y z
)
Rep (γ3, γ2, γ1)
 .
En prenant la transpose´e de cette relation, on obtient :x′y′
z′
 =
 R˜ep(γ3, γ2, γ1)
 xy
z
 .
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La matrice Rep (γ3, γ2, γ1) e´tant orthogonale et re´elle, on a :
R˜ep(γ3, γ2, γ1) = Rep (−γ1,−γ2,−γ3)
≡ Rra (γ1, γ2, γ3)
d’ou` : 
x′
y′
z′
 =

Rra 11 Rra 12 Rra 13
Rra 21 Rra 22 Rra 23
Rra 31 Rra 32 Rra 33


x
y
z
 (2-4a)
ou sous la forme du produit de 3 matrices :x′y′
z′
 =
cos γ1 − sin γ1 0sin γ1 cos γ1 0
0 0 1
 cos γ2 0 sin γ20 1 0
− sin γ2 0 cos γ2
cos γ3 − sin γ3 0sin γ3 cos γ3 0
0 0 1
xy
z
 . (2-4b)
Les e´le´ments de la matrice de rotation peuvent eˆtre calcule´s explicitement. On
trouve :. . . . . . . . .. . . Rra ij . . .
. . . . . . . . .
 =
cos γ1 cos γ2 cos γ3−sin γ1 sin γ3 − cos γ1 cos γ2 sin γ3−sin γ1 cos γ3 cos γ1 sin γ2sin γ1 cos γ2 cos γ3+cos γ1 sin γ3 − sin γ1 cos γ2 sin γ3+cos γ1 cos γ3 sin γ1 sin γ2
− sin γ2 cos γ3 sin γ2 sin γ3 cos γ2
 (2-5)
ou encore :
Rra 11 = cos γ1 cos γ2 cos γ3 − sin γ1 sin γ3
Rra 21 = sin γ1 cos γ2 cos γ3 + cos γ1 sin γ3
Rra 31 = − sinγ2 cos γ3
Rra 12 = − cos γ1 cos γ2 sin γ3 − sin γ1 cos γ3
Rra 22 = − sinγ1 cos γ2 sinγ3 + cos γ1 cos γ3
Rra 32 = sin γ2 sin γ3
Rra 13 = cos γ1 sin γ2
Rra 23 = sin γ1 sin γ2
Rra 33 = cos γ2. (2-6)
La relation (2-4a) s’inverse pour donner :
x
y
z
 =

Rra 11 Rra 21 Rra 31
Rra 12 Rra 22 Rra 32
Rra 13 Rra 23 Rra 33


x′
y′
z′
 . (2-4c)
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On remarquera que pour passer des transformations ge´ome´triques passives aux
transformations actives, il suffit d’effectuer les substitutions suivantes :
γ1 → −γ3
γ2 → −γ2
γ3 → −γ1.
(2-7)
D’apre`s la de´finition de Rra, l’e´galite´ (2-1) s’e´crit aussi :
e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 =

Rra 11 Rra 21 Rra 31
Rra 12 Rra 22 Rra 32
Rra 13 Rra 23 Rra 33


ex
ey
ez
 . (2-8a)
Cette e´galite´ s’inverse pour donner :
ex
ey
ez
 =

Rra 11 Rra 12 Rra 13
Rra 21 Rra 22 Rra 23
Rra 31 Rra 32 Rra 33


e
′
x′
e
′
y′
e
′
z′
 . (2-8b)
1.2. Transformation de´finie par un vecteur unitaire et un angle
Si on exprime les cosinus directeurs du vecteur u en fonction des angles ϑ et ϕ,
on a :
ux = sinϑ cosϕ
uy = sinϑ sinϕ
uz = cosϑ.
La transformation ge´ome´trique se fait simplement a` partir du cas passif a` l’aide
de la loi de substitution :
γ → −γ. (2-9)
On pose :
Rra 11 = u2x(1− cos γ) + cos γ
Rra 21 = uxuy(1− cos γ) + uz sinγ
Rra 31 = uxuz(1− cos γ)− uy sinγ
Rra 12 = uxuy(1− cos γ)− uz sinγ
Rra 22 = u2y(1− cos γ) + cos γ
Rra 32 = uyuz(1− cos γ) + ux sinγ
Rra 13 = uxuz(1− cos γ) + uy sinγ
Rra 23 = uyuz(1− cos γ)− ux sinγ
Rra 33 = u2z(1− cos γ) + cos γ. (2-10)
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Les coordonne´es du point M’ sont donne´es en fonction de celles du point M par la
relation (2-4a) et inversement celles de M en fonction de M’ par la relation (2-4c).
Signalons enfin que les relations (2-8a) et (2-8b) qui permettent d’exprimer
la transformation du syste`me physique en fonction des vecteurs unitaires restent
valables dans ce cas.
2. Transformation d’un champ scalaire
2.1. De´finition
Soit | Ψ 〉 le ket de´crivant l’e´tat du syste`me avant la rotation. L’amplitude de
probabilite´ de trouver une particule sans spin au point M de coordonne´es (x, y,
z) est e´gale a` Ψ(x, y, z) = 〈x, y, z | Ψ 〉. Apre`s la rotation du syste`me physique,
le nouvel e´tat sera de´crit par le ket | ΨR
r
a 〉. Dans le repe`re (S) le point M sera
transforme´ en M’ de coordonne´es (x′, y′, z′) et 〈x′, y′, z′ | ΨR
r
a 〉 = ΨR
r
a (x′, y′, z′)
repre´sente l’amplitude de probabilite´ de trouver la particule en M’ apre`s la ro-
tation. Conside´rons maintenant un observateur attache´ au repe`re (S′), les deux
repe`res (S) et (S′) e´tant initialement confondus. Pour cet observateur, rien n’aura
change´ apre`s la rotation : le point M’ aura dans le repe`re final (S′) les meˆmes co-
ordonne´es x′ = x, y′ = y, z′ = z, (cf. E´q. (2-3b)) et l’e´tat physique sera toujours
le meˆme avec une amplitude e´gale a` Ψ(x, y, z). Cette grandeur e´tant inde´pendante
du repe`re, on aura par de´finition :
Ψ
Rra
(x′, y′, z′) = Ψ(x, y, z). (2-11)
Cette e´galite´ est l’analogue de la relation (1-18) trouve´e pour une rotation passive.
Comme dans ce dernier cas, il existe un ope´rateur quantique Rˆ
r
a associe´ tel que :
Rˆ
r
a | Ψ 〉 = | Ψ
Rra 〉. (2-12)
Rappelons que pour trouver la forme explicite de l’ope´rateur de rotation, nous
avons envisage´ des rotations infinite´simales a` partir de l’e´galite´ (1-18). Il est inutile
de reprendre ces calculs (jusqu’au second ordre) en partant de la relation (2-11)
puisque le re´sultat final peut eˆtre trouve´ en utilisant les lois de substitution (2-7)
ou (2-9). On a alors :
Rˆ
r
a = e
− i
h¯
γ1Lze−
i
h¯
γ2Lye−
i
h¯
γ3Lz (2-13)
ou :
Rˆ
r
a = e
− i
h¯
γu·L . (2-14)
On voit en comparant l’ordre des matrices et des ope´rateurs respectivement dans
les relations (2-4b) et (2-13) que l’homomorphisme entre les rotations ge´ome´triques
et quantiques est conserve´ dans le cas actif.
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Exemple. On conside`re une particule libre se de´plac¸ant dans la direction Oy. Dans
la repre´sentation d’impulsion, l’e´tat physique s’e´crit :
| Ψ 〉 = | (0, k, 0) 〉
et en repre´sentation {r} :
Ψ(x, y, z) = eiky . (2-15)
Si on effectue une rotation du syste`me physique de π/2 autour de l’axe Ox, cette
particule se de´placera suivant la direction Oz. En effet les e´le´ments de la matrice
de la transformation ge´ome´trique pourront eˆtre calcule´s a` partir de la relation
(2-10) avec ux = 1 , uy = uz = 0 et γ = π/2. D’apre`s (2-4a) et (2-4c), on a :x′y′
z′
 =
1 0 00 0 −1
0 1 0
 xy
z
 (2-16a)
xy
z
 =
1 0 00 0 1
0 −1 0
 x′y′
z′
 . (2-16b)
La relation (2-16b) donne alors ky = kz′ d’ou` :
Ψ(x, y, z) = Ψ
Rra
(x′, y′, z′) = eikz
′
ce qui donne :
| ΨR
r
a 〉 =| (0, 0, k) 〉. (2-17)
2.2. Moment angulaire orbital et matrices de rotation
D’apre`s la forme analytique de l’ope´rateur de rotation, un e´tat propre des ope´ra-
teurs L2 et Lz sera transforme´ en une combinaison line´aire d’e´tats propres de Lˆz :
Rˆ
r
a | l m 〉 =
l∑
m′=−l
M(l)m′m(A) | l m′ 〉 (2-18)
avec :
〈 l m′ | Rˆra | l m 〉 =M(l)m′m(A) . (2-19)
Dans le cas ou` la rotation est de´finie par les angles d’Euler, on introduit des
matrices dont les e´le´ments sont de´finis par :
D(l)m′m(A ; γ1, γ2, γ3) = 〈l m′ | e−
i
h¯
γ1Lze−
i
h¯
γ2Lye−
i
h¯
γ3Lz | l m 〉. (2-20)
La forme explicite de ces e´le´ments pour un spin entier ou demi-entier est donne´e
dans le comple´ment B.
On peut utiliser la de´finition d’un champ scalaire pour e´tablir la loi de trans-
formation des harmoniques sphe´riques dans une rotation active.
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Si ϑ, ϕ et ϑ′, ϕ′ sont les angles dans le repe`re (S) de´finissant respectivement
le point M et son transforme´ M’, nous avons :
〈ϑ′, ϕ′ | Rˆra | l m 〉 = 〈ϑ′, ϕ′ | [l m]
Rra 〉 = [Y ml ]
Rra
(ϑ′, ϕ′)
= 〈ϑ, ϕ | l m 〉 = Y ml (ϑ, ϕ)
= 〈ϑ′, ϕ′ | ∑lm′=−l D(l)m′m(A ; γ1, γ2, γ3) | l m′ 〉
=
∑l
m′=−l D(l)m′m(A ; γ1, γ2, γ3)〈ϑ′, ϕ′ | l m′ 〉
=
∑l
m′=−l D(l)m′m(A ; γ1, γ2, γ3)Ym
′
l (ϑ
′, ϕ′).
D’ou` le re´sultat :
Yml (ϑ, ϕ) =
l∑
m′=−l
D(l)m′m(A ; γ1, γ2, γ3) Y m
′
l (ϑ
′, ϕ′). (2-21a)
Cette relation s’inverse pour donner :
Ym
′
l (ϑ
′, ϕ′) =
l∑
m=−l
D(l)m′m
∗
(A ; γ1, γ2, γ3) Y
m
l (ϑ, ϕ). (2-21b)
Ces relations e´tablissent la correspondance qui existe entre deux points distincts
transforme´s l’un de l’autre par une rotation active.
Relations entre les harmoniques sphe´riques et les matrices de rotation
La premie`re relation peut eˆtre de´duite de (1-35a)
Y ml (ϑ, ϕ) =
√
2l+ 1
4π
D(l)0m(P ; γ3, γ2 = ϑ, γ1 = ϕ)
=
√
2l+ 1
4π
〈l 0 | e ih¯γ3Lze ih¯ϑLye ih¯ϕLz | l m 〉
=
√
2l+ 1
4π
〈l m | e− ih¯ϕLze− ih¯ϑLye− ih¯γ3Lz | l 0 〉∗
=
√
2l+ 1
4π
D(l)m 0
∗
(A ; γ1 = ϕ, γ2 = ϑ, γ3). (2-22a)
De meˆme, en utilisant (1-37a), on obtient :
Y m
′
l (ϑ, ϕ) = (−1)m
′
√
2l + 1
4π
D(l)m′ 0(P ; γ3 = ϕ, γ2 = ϑ, γ1)
= (−1)m′
√
2l + 1
4π
〈l m′ | e ih¯ϕLze ih¯ϑLye ih¯γ1Lz | l 0 〉
= (−1)m′
√
2l + 1
4π
〈l 0 | e− ih¯γ1Lze− ih¯ϑLye− ih¯ϕLz | l m′ 〉∗
= (−1)m′
√
2l + 1
4π
D(l)0m′
∗
(A ; γ1, γ2 = ϑ, γ3 = ϕ). (2-23a)
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Ces deux dernie`res relations peuvent s’e´crire en fonction des matrices de rotations
re´duites :
Y ml (ϑ, ϕ) =
√
2l+ 1
4π
d
(l)
m 0(A;ϑ) e
imϕ (2-22b)
Y m
′
l (ϑ, ϕ) =
√
2l+ 1
4π
(−1)m′ d(l)0m′(A;ϑ) eim
′ϕ. (2-23b)
3. Transformation des observables dans E r
3.1. De´finition
Le raisonnement que nous avons fait pour les rotations passives pour trouver la loi
de transformation des observables peut eˆtre refait ici. Nous donnerons uniquement
le re´sultat final : l’ope´rateur transforme´ de l’ope´rateur Oˆ, que nous noterons Oˆ
Rra
est de´fini par la relation :
Oˆ
Rra
= Rˆ
r
aOˆRˆ
r
a
†
(2-24a)
tel que
〈ΨR
r
a | OˆR
r
a | ΦR
r
a 〉 = 〈Ψ | Rˆra
†
Rˆ
r
aOˆRˆ
r
a
†
Rˆ
r
a | Φ 〉
= 〈Ψ | Oˆ | Φ 〉. (2-24b)
Exemple. On peut sur l’exemple de la particule libre du paragraphe pre´ce´dent
illustrer la loi de transformation des observables. Avant la rotation, la particule
est dans un e´tat propre de l’ope´rateur Pˆy puisque :
Pˆy =
h¯
i
∂
∂y
d’ou` :
Pˆy e
iky =
h¯
i
ik eiky = h¯k eiky
mais :
∂
∂y
=
∂x′
∂y
∂
∂x′
+
∂y′
∂y
∂
∂y′
+
∂z′
∂y
∂
∂z′
ce qui donne dans notre cas particulier (2-16a) :
∂
∂y
=
∂
∂z′
·
La loi de transformation s’e´crit donc :
Pˆy = Pˆz′
ou encore :
Pˆy → RˆraPˆyRˆ
r
a
†
= Pˆz (2-25)
ce qui est le re´sultat attendu d’apre`s (2-17).
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3.2. Ope´rateurs vectoriels et tensoriels
L’ope´rateur Pˆy du paragraphe pre´ce´dent est une observable vectorielle au sens de
la transformation active. Nous allons maintenant donner les lois de transforma-
tion de telles observables. La` encore il suffit de proce´der par analogie avec le cas
passif. Nous avons vu que la loi de transformation des composantes d’un vecteur
ou d’un ope´rateur vectoriel s’exprimait exactement de la meˆme fac¸on. Pour s’en
convaincre, il suffit par exemple de comparer (1-46b) et (1B-15b) pour les compo-
santes carte´siennes et (1-59a) et (1B-18a) pour les composantes standard. La loi
de transformation s’e´crit en conse´quence :
Vˆx
Vˆy
Vˆz
 −→

Rra 11 Rra 21 Rra 31
Rra 12 Rra 22 Rra 32
Rra 13 Rra 23 Rra 33


Vˆx
Vˆy
Vˆz
 (2-26)
et :
Vˆµ −→
1∑
ν=−1
D(1)ν µ(A ; γ1, γ2, γ3) Vˆν . (2-27)
Cette dernie`re transformation peut se ge´ne´raliser aux ope´rateurs tensoriels irre´-
ductibles d’ordre k :
Tˆ kµ −→
k∑
ν=−k
D(k)ν µ(A ; γ1, γ2, γ3) Tˆ kν . (2-28)
Comme dans le cas passif, la transformation d’une composante carte´sienne quel-
conque d’un ope´rateur vectoriel peut se trouver d’une manie`re purement ge´ome´-
trique. Soit Vˆ une observable ayant trois composantes carte´siennes Vˆx, Vˆy, Vˆz
et n un vecteur quelconque. E´tudions la loi de transformation de l’ope´rateur
Vˆ · n = Vˆn. On e´crit le vecteur n initial sur la base (ex, ey, ez) :
n = nx ex + ny ey + nz ez (2-29)
et
Vˆ · n = Vˆn = Vˆx nx + Vˆy ny + Vˆz nz. (2-30)
Dans la rotation du syste`me physique, le vecteur n sera transforme´ en un autre
vecteur n′ (voir (2-3b)) :
n
′ = nx e′x′ + ny e
′
y′ + nz e
′
z′ . (2-31)
On peut alors exprimer a` partir de (2-8a) les composantes de ce vecteur en fonction
des axes fixes :
n
′ = nx (Rra 11 ex + Rra 21 ey + Rra 31 ez)
+ ny (Rra 12 ex + Rra 22 ey + Rra 32 ez)
+ nz (Rra 13 ex + Rra 23 ey + Rra 33 ez)
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ou en regroupant les termes :
n
′ = (Rra 11 nx +Rra 12 ny +Rra 13 nz) ex
+(Rra 21 nx +Rra 22 ny +Rra 23 nz) ey
+(Rra 31 nx +Rra 32 ny +Rra 33 nz) ez
d’ou` :
n
′ = n′x ex + n
′
y ey + n
′
z ez (2-32)
avec : 
n′x
n′y
n′z
 =

Rra 11 Rra 12 Rra 13
Rra 21 Rra 22 Rra 23
Rra 31 Rra 32 Rra 33


nx
ny
nz
 . (2-33)
Cette relation n’est rien d’autre qu’une ge´ne´ralisation de (2-4a) a` un vecteur quel-
conque.
On aura alors :
Vˆ · n = Vˆn → RˆraVˆnRˆ
r
a
†
= Vˆ · n′
= Vˆn′
= Vˆx n
′
x + Vˆy n
′
y + Vˆz n
′
z.
(2-34)
La loi de transformation de l’ope´rateur Vˆy par exemple se fait en posant nx =
nz = 0. Dans la rotation particulie`re du paragraphe pre´ce´dent, on a
n′x
n′y
n′z
 =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0


0
1
0

ce qui donne : n′x = n
′
y = 0 et n
′
z = 1.
4. Transformation d’un champ de spineurs
4.1. Transformation dans l’espace Es
L’ope´rateur de rotation associe´ a` la rotation active s’e´crit, en analogie avec le cas
passif :
Rˆ
s
a = e
− i
h¯
γ u·S (2-35)
ou :
Rˆ
s
a = e
− i
h¯
γ1Sze−
i
h¯
γ2Sye−
i
h¯
γ3Sz . (2-36)
L’ope´rateur de rotation peut aussi s’exprimer en fonction des matrices de Pauli :
Rˆ
s
a = cos
γ
2
I − i sin γ
2
σ · u (2-37)
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ou, en tenant compte de la relation S =
h¯
2
σ :
Rˆ
s
a = cos
γ
2
I − 2 i
h¯
sin
γ
2
S · u . (2-38)
Si l’e´tat du physique est de´crit dans l’e´tat initial par le ket | s m 〉, apre`s la rotation
du syste`me physique, il sera de´crit par le ket | [s m]R
s
a 〉 tel que :
| s m 〉 →| [s m]R
s
a 〉 = Rˆsa | s m 〉
=
s∑
m′=−s
[ Rˆ
s
a ]m′m | s m
′ 〉 (2-39)
avec :
[ Rˆ
s
a ]m′m = 〈 s m
′ | Rˆsa | s m 〉. (2-40)
En particulier pour une rotation de´finie par les angles d’Euler, on a :
[ Rˆ
s
a ]m′m = D
(s)
m′m(A ; γ1, γ2, γ3) (2-41)
et la transformation s’e´crit :
| s m 〉 →| [s m]R
s
a 〉 = Rˆsa | s m 〉
=
s∑
m′=−s
D(s)m′m(A ; γ1, γ2, γ3) | s m′ 〉. (2-42)
La loi de transformation des observables agissant dans l’espace Es est la meˆme que
celle dans l’espace Er :
Oˆ
Rsa
= Rˆ
s
a Oˆ Rˆ
s
a
†
(2-43)
tel que :
〈 [s m]R
s
a | OˆR
s
a | [s m′]R
s
a 〉 = 〈 s m | Oˆ | s m′ 〉. (2-44)
Exemple. Conside´rons un syste`me physique constitue´ par une particule de spin
1/2 dont l’e´tat quantique est de´crit par le | 1/2 1/2 〉. Son spin est donc dirige´
positivement suivant le vecteur n confondu avec le vecteur unitaire ez. Apre`s une
rotation de γ1 = ϕ autour de Oz, suivie d’une rotation de γ2 = ϑ autour du
nouvel axe Oy, le spin de la particule sera dirige´ positivement suivant n′, vecteur
transforme´ de n.
D’apre`s (2-6) et (2-33), on a :n
′
x
n′y
n′z
 =
cosϕ cosϑ − sinϕ cosϕ sinϑsinϕ cosϑ cosϕ sinϕ sinϑ
− sinϑ 0 cosϑ

00
1
 (2-45)
d’ou` n′x = cosϕ sinϑ, n
′
y = sinϕ sinϑ, n
′
z = cosϑ.
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Nous allons retrouver ce re´sultat en faisant agir l’ope´rateur de rotation sur
le vecteur propre initial. Dans le cas particulier nous concernant, la matrice de
rotation est donne´e par (2B-12) :
D(1/2)(A ;ϕ , ϑ , 0 ) =
e−iϕ/2 cos(ϑ/2) −e−iϕ/2 sin(ϑ/2)
eiϕ/2 sin(ϑ/2) eiϕ/2 cos(ϑ/2)
 (2-46)
et d’apre`s (2-40) et (1-70a) :
Rˆ
s
a | 1/2 1/2 〉 = e−iϕ/2 cos
ϑ
2
| 1/2 1/2 〉+ eiϕ/2 sin ϑ
2
| 1/2 − 1/2 〉
= | 1/2 1/2 〉n′ (2-47)
ce qui est le re´sultat attendu.
E´tudions maintenant la loi de transformation des observables dans ce cas parti-
culier. D’apre`s la relation (2-34), on doit avoir :
Sˆn = Sˆz → RˆsaSˆzRˆ
s
a
†
= Sˆ · n′
= Sˆn′
= Sˆx n
′
x + Sˆy n
′
y + Sˆz n
′
z.
(2-48)
Nous allons retrouver ce re´sultat par un calcul explicite. En effet :
(S · n)R
s
a
= Sz
Rsa
= Rˆ
s
a Sz Rˆ
s
a
†
(2-49)
avec :
Rˆ
s
a = e
− i
h¯
ϕSz e−
i
h¯
ϑSy . (2-50)
L’ope´rateur Rˆ
s
a peut encore s’e´crire :
Rˆ
s
a = a+ b σx + c σy + dσz (2-51)
avec :
a = cos
ϑ
2
cos
ϕ
2
c = − i sin ϑ
2
cos
ϕ
2
b = i sin
ϑ
2
sin
ϕ
2
d = − i cos ϑ
2
sin
ϕ
2
· (2-52)
Finalement, on trouve :
Rˆ
s
aSˆzRˆ
s
a
†
= cosϕ sinϑ Sx + sinϕ sinϑ Sy + cosϑ Sz
= S · n′ . (2-53)
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4.2. Transformation dans l’espace Er ⊗ Es
Nous ne reprendrons pas en de´tail les de´veloppements effectue´s dans le cas des
rotations passives et nous ne donnerons que les principaux re´sultats. Rappelons
que l’e´tat physique avant la rotation peut eˆtre de´crit dans le repe`re (S) par le ket
| Ψ 〉 =
1/2∑
m=−1/2
∫
d3r | r m 〉Ψm(r) (1-94)
ou bien sous la forme d’un spineur a` 2 composantes :[
Ψ
]
( r ) =
(
Ψ1/2(r)
Ψ−1/2(r)
)
. (1-95)
En repre´sentation {r}, le ket | Ψ 〉 s’e´crit
〈 r | Ψ 〉 =
1/2∑
m=−1/2
Ψm(r) | m 〉 . (1-96)
Le bra associe´ 〈Ψ | s’e´crit en de´veloppant de la meˆme manie`re :
〈Ψ |=
1/2∑
m=−1/2
∫
d3r Ψ∗m(r)〈 r m | . (1-97)
Ce qui permet de de´finir le spineur adjoint :[
Ψ
]†
( r ) =
(
Ψ∗1/2(r) Ψ
∗
−1/2(r)
)
. (1-98)
Apre`s la rotation, le nouvel e´tat sera repre´sente´ dans le meˆme repe`re par le ket
| ΨRa 〉 de´fini par :
| ΨRa 〉 = Rˆa | Ψ 〉 (2-54)
avec :
Rˆa = Rˆ
r
aRˆ
s
a . (2-55)
Si (x, y, z) et (x′, y′, z′) repre´sentent respectivement les coordonne´es du point
M et de son transforme´ M’ dans (S), les composantes des spineurs de´crivant le
syste`me physique avant et apre`s la rotation sont relie´es par : Ψ
Ra
1/2(r
′)
Ψ
Ra
−1/2(r
′)
 =
Rˆsa
 Ψ1/2(r)
Ψ−1/2(r)
 (2-56a)
ou bien :  Ψ
Ra
1/2(r
′)
Ψ
Ra
−1/2(r
′)
 =
Rˆsa

 Ψ
Rra
1/2(r
′)
Ψ
Rra
−1/2(r
′)
 . (2-56b)
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Sous forme condense´e, on peut e´crire :[
Ψ
Ra ]
( r′ ) =
(
Rˆ
s
a
) [
Ψ
]
( r ) (2-57a)
ou : [
Ψ
Ra ]
( r′ ) =
(
Rˆ
s
a
) [
Ψ
Rra
]
( r′ ) . (2-57b)
L’ope´rateur de rotation quantique s’exprime, comme dans le cas passif, en fonction
du moment cine´tique total :
J = L + S (1-146)
soit en fonction des angles d’Euler :
Rˆa = e
− i
h¯
γ1Jze−
i
h¯
γ2Jye−
i
h¯
γ3Jz (2-58)
soit en fonction d’un vecteur unitaire et d’un axe :
Rˆa = e
− i
h¯
γu·J . (2-59)
Le transforme´ d’un ope´rateur Oˆ quelconque agissant dans l’espace total s’e´crit :
Oˆ
Ra
= Rˆa Oˆ Rˆa
†
. (2-60)
Exemple. On conside`re une particule libre de spin 1/2 se dirigeant suivant −Ox
avec son spin dirige´ ne´gativement suivant l’axe Ox. Le ket de´crivant cet e´tat
s’e´crit :
| Ψ 〉 = | (−k, 0, 0) 〉| 1/2 − 1/2 〉x (2-61)
avec (ϑ = π/2, ϕ = 0 dans (1-70b)) :
| 1/2 − 1/2 〉x =
√
2
2
| 1/2 1/2 〉 −
√
2
2
| 1/2 − 1/2 〉.
En terme de spineur, l’e´tat initial s’e´crit :
 Ψ1/2(r)
Ψ−1/2(r)
 =

√
2
2
e−ikx
−
√
2
2
e−ikx
 . (2-62)
Conside´rons maintenant une rotation de π/2 autour de l’axe Oy. La relation (2-4c)
avec γ = π/2 dans (2-10) donne :xy
z
 =
0 0 −10 1 0
1 0 0
 x′y′
z′
 (2-63)
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d’ou` ((2B-12) avec γ1 = γ3 = 0; γ2 = π/2) :
 Ψ
Ra
1/2(r
′)
Ψ
Ra
−1/2(r
′)
 =

√
2
2
−
√
2
2
√
2
2
√
2
2


√
2
2
e−ikx
−
√
2
2
e−ikx
 =
eikz′
0
 . (2-64)
On a donc : 
√
2
2
e−ikx
−
√
2
2
e−ikx
 →
 eikz
0
 (2-65)
ou :
| (−k, 0, 0) 〉| 1/2 − 1/2 〉x →| (0, 0, k) 〉| 1/2 1/2 〉. (2-66)
La particule libre, apre`s la rotation, se dirige dans la direction porte´e par l’axe Oz
avec son spin dirige´ positivement suivant Oz. C’est bien le re´sultat attendu.
5. Transformation d’un champ de vecteurs
5.1. Base carte´sienne
Soit dans le repe`re (S) un vecteur V de´fini en tout point de l’espace M de coordon-
ne´es x, y, z par ses composantes carte´siennes suppose´es re´elles Vx(x, y, z), Vy(x, y, z)
et Vz(x, y, z). Apre`s rotation, ce vecteur sera transforme´ en V
′ et le point M sera
transforme´ en M’ de coordonne´es x′, y′, z′. Les composantes du nouveau vec-
teur en M’ s’expriment en fonction des composantes de l’ancien vecteur en M
suivant (2A-2) :
V
Ra
x (x
′, y′, z′)
V
Ra
y (x
′, y′, z′)
V
Ra
z (x
′, y′, z′)
 =

Rra 11 Rra 12 Rra 13
Rra 21 Rra 22 Rra 23
Rra 31 Rra 32 Rra 33


Vx (x, y, z)
Vy (x, y, z)
Vz (x, y, z)
 (2-67)
avec : 
x
y
z
 =

Rra 11 Rra 21 Rra 31
Rra 12 Rra 22 Rra 32
Rra 13 Rra 23 Rra 33


x′
y′
z′
 . (2-4c)
Des rotations infinite´simales autour des trois axes permettent, comme dans le
cas passif, de trouver comment se modifient les formes analytiques des diffe´rentes
composantes.
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Par exemple dans une rotation infinite´simale autour de l’axe Oz, on obtient :
V
Ra
x (x
′, y′, z′)
V
Ra
y (x
′, y′, z′)
V
Ra
z (x
′, y′, z′)
 =
I −
i
h¯
dϑ(Lz′ + Sz′ )


Vx(x
′, y′, z′)
Vy(x
′, y′, z′)
Vz(x
′, y′, z′)
 (2-68)
ou` Sz′ est l’ope´rateur donne´ par :
Sz′ = h¯
0 −i 0i 0 0
0 0 0
 . (1-155)
Rappelons que le champ V(r) est susceptible de de´crire une particule de spin 1.
L’e´tat physique peut eˆtre repre´sente´ par un ket | Ψ 〉 que l’on e´crit :
| Ψ 〉 =
∫
d3r [Ψx(r) | x 〉 + Ψy(r) | y 〉 + Ψz(r) | z 〉 ] (1-162)
avec :
Ψi(r) = Vi(r) i = x, y, z (1-163)
et ou` les kets | x 〉, | y 〉, | z 〉 caracte´risent l’e´tat interne du champ. En repre´sen-
tation {r}, nous avons :
〈 r | Ψ 〉 = Ψx(r) | x 〉 + Ψy(r) | y 〉 + Ψz(r) | z 〉. (1-164)
5.2. Base standard
Dans la base standard le vecteur V se de´compose suivant :
V =
1∑
ν=−1
V ∗ν (x, y, z) eν (2-69)
et le vecteur V′ transforme´ s’e´crit :
V
′ =
1∑
ν=−1
V
R∗a
ν (x
′, y′, z′) eν (2-70)
avec (2A-4) :
V
R∗a
µ (x
′, y′, z′) =
1∑
ν=−1
D(1)µ ν(A ; γ1, γ2, γ3) V ∗ν (x, y, z) . (2-71)
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Comme dans le cas de la base carte´sienne, on conside`re successivement trois
rotations infinite´simales autour des axes carte´siens. Dans la rotation autour de
l’axe Oz, on obtient :
V
R∗a
1 (x
′, y′, z′)
V
R∗a
0 (x
′, y′, z′)
V
R∗a
−1 (x
′, y′, z′)
 =
I − i
h¯
dγ1(Lz′ + Sz′ )


V ∗1 (x
′, y′, z′)
V ∗0 (x
′, y′, z′)
V ∗−1(x
′, y′, z′)
 (2-72)
avec :
Sz′ = h¯
 1 0 00 0 0
0 0 −1
 . (1-173)
Dans cette base ou` l’ope´rateur Sz est diagonal, on peut exprimer l’e´tat d’une par-
ticule de spin e´gal a` 1 d’une manie`re analogue a` celui d’une particule de spin 1/2 :
| Ψ 〉 =
1∑
m=−1
∫
d3r | r m 〉Ψm(r) . (1-182)
Dans cette expression, les composantes Ψm du champ sont e´gales aux complexes
conjugue´es des composantes standard :
Ψm(r) = V
∗
m(r) m = −1, 0, 1. (1-183)
En repre´sentation {r}, on a :
〈 r | Ψ 〉 = ∑m Ψm(r) | 1 m 〉
= Ψ1(r) | 1 1 〉 + Ψ0(r) | 1 0 〉 + Ψ−1(r) | 1 − 1 〉. (1-185)
La loi de transformation des composantes que nous avons e´tudie´e auparavant
s’exprime aussi comme pour une particule de spin 1/2 :
〈 r′ | ΨRa 〉 =
1∑
m′=−1
Ψ
Ra
m′ (r
′) | 1 m′ 〉 (2-73)
avec :
Ψ
Ra
m′ (x
′, y′, z′) =
1∑
m=−1
D(1)m′m(A ; γ3, γ2, γ1)Ψm(x, y, z) . (2-74)
Cette relation s’e´crit sous forme matricielle :
Ψ
Ra
1 (r
′)
Ψ
Ra
0 (r
′)
Ψ
Ra
−1(r
′)
 =
 Rˆsa


Ψ1(r)
Ψ0(r)
Ψ−1(r)
 (2-75)
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avec s = 1. Sous la forme d’un spineur a` 3 composantes, cette e´galite´ devient :[
Ψ
Ra ]
(r′) =
(
Rˆ
s
a
) [
Ψ
]
(r). (2-76)
Comme pour une rotation passive, l’ope´rateur de rotation quantique pourra
s’exprimer en fonction du moment cine´tique total :
J = L + S . (1-193)
par exemple, en fonction des angles d’Euler :
Rˆa = e
− i
h¯
γ1Jze−
i
h¯
γ2Jye−
i
h¯
γ3Jz (2-77)
ou d’une manie`re e´quivalente :
Rˆa = e
− i
h¯
γ1Sze−
i
h¯
γ2Sye−
i
h¯
γ3Sz e−
i
h¯
γ1Lze−
i
h¯
γ2Lye−
i
h¯
γ3Lz . (2-78)
Tout ket transforme´ s’e´crit en fonction des ope´rateurs ci-dessus :
| ΨRa 〉 = Rˆa | Ψ 〉 . (2-79)
Le transforme´ d’un ope´rateur quelconque agissant dans l’espace produit tensoriel
E = Er ⊗ Es sera de´fini par :
Oˆ
Ra
= Rˆa OˆRˆa
†
. (2-80)
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Comple´ments au chapitre 2
A. Transformation d’un vecteur
A.1. Composantes carte´siennes
Il est e´vident que la loi de transformation d’un vecteur quelconque est la meˆme
que celle de r. Les composantes du vecteur V s’expriment en fonction du vecteur
transforme´ V′ par (2-33) :
Vx
Vy
Vz
 =

Rra 11 Rra 21 Rra 31
Rra 12 Rra 22 Rra 32
Rra 13 Rra 23 Rra 33


V ′x
V ′y
V ′z
 (2A-1)
et inversement : 
V ′x
V ′y
V ′z
 =

Rra 11 Rra 12 Rra 13
Rra 21 Rra 22 Rra 23
Rra 31 Rra 32 Rra 33


Vx
Vy
Vz
 . (2A-2)
A.2. Composantes standard
Pour trouver la loi de transformation on peut exprimer dans (2A-1) et (2A-2) les
composantes carte´siennes en fonction des composantes standard. Cependant, il
est plus facile d’utiliser le fait, comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, que les
composantes standard Vm d’un vecteur quelconque V e´taient proportionnelles aux
harmoniques sphe´riques Y m1 :
Vm = v
√
4π
3
Y m1 (vˆ) . (1C-9b)
En utilisant (2-21a) et (1C-9b), on obtient :
Vµ =
1∑
ν=−1
D(1)ν µ(A ; γ1, γ2, γ3) V ′ν (2A-3)
Ann. Phys. Fr. 26 • No 6 • 2001
98 Rotations et moments angulaires en me´canique quantique
et re´ciproquement :
V ′µ =
1∑
ν=−1
D(1)µν
∗
(A ; γ1, γ2, γ3) Vν . (2A-4)
B. Matrices de rotation
B.1. Forme explicite des matrices de rotation
Les matrices de rotation sont de´finies pour un spin quelconque par :
D(j)m′m(A ; γ1, γ2, γ3) = 〈j m′ | e−
i
h¯
γ1Jze−
i
h¯
γ2Jye−
i
h¯
γ3Jz | j m 〉 (2B-1)
ou encore :
D(j)m′m(A ; γ1, γ2, γ3) = e−im
′γ1 d
(j)
m′m(A; γ2) e
−imγ3 (2B-2a)
avec :
d
(j)
m′m(A; γ2) = 〈 j m′ | e−
i
h¯
γ2Jy | j m 〉. (2B-2b)
La correspondance entre les matrices de rotation re´duites passive et active est
simplement donne´e par :
d
(j)
m′m(A; γ2) = d
(j)
m′m(P ;−γ2). (2B-2c)
En utilisant la relation de syme´trie :
d
(j)
m′m(P ;−γ2) = d(j)mm′(P ; γ2) (1C-47d)
on de´duit la forme explicite :
d
(j)
m′m(A; γ2) =
∑
x
(−1)x
√
(j +m′)!(j −m′)!(j +m)!(j −m)!
(j +m′ − x)!(j −m− x)!x! (x−m′ +m)!
× cos2j+m′−m−2x(γ2/2) sin2x−m′+m(γ2/2). (2B-3)
Les e´le´ments de matrice de la rotation active sont relie´s a` ceux de la rotation
passive par :
D(j)m′m(A ; γ1, γ2, γ3) = D(j)m′m(P ;−γ1,−γ2,−γ3). (2B-4)
B.2. Proprie´te´s des matrices de rotation
Nous donnons ici uniquement les diffe´rents re´sultats, les de´monstrations e´tant
semblables a` celles du cas passif.
L’ope´rateur de rotation e´tant unitaire, on a :
D(j)m′m
∗
=
[
D(j) −1
]
mm′
. (2B-5)
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La meˆme proprie´te´ d’unitarite´ entraˆıne les deux relations suivantes entre les
e´le´ments de matrice :∑
m′′
D(j)m′′m
∗
(A ; γ1, γ2, γ3)D(j)m′′m′(A ; γ1, γ2, γ3) = δmm′ (2B-6)
et : ∑
m′′
D(j)mm′′(A ; γ1, γ2, γ3)D(j)m′m′′
∗
(A ; γ1, γ2, γ3) = δmm′ (2B-7)
en prenant le complexe conjugue´ de cette e´galite´, on peut e´crire :∑
m′′
D(j)mm′′
∗
(A ; γ1, γ2, γ3)D(j)m′m′′(A ; γ1, γ2, γ3) = δmm′. (2B-8)
Ces matrices posse`dent de plus des relations de syme´trie :
D(j)m′m
∗
(A ; γ1, γ2, γ3) = (−1)m
′−mD(j)−m′−m(A ; γ1, γ2, γ3) (2B-9)
et sont normalise´es suivant :∫ π
0
sin γ2 dγ2
∫ 2π
0
dγ1
∫ 2π
0
dγ3 D(j)m′m
∗
(A ; γ1, γ2, γ3) D(j1)m′
1
m1
(A ; γ1, γ2, γ3) =
8π2
2j + 1
δj j1 δmm1 δm′1m′. (2B-10)
Proprie´te´s de d
(j)
m′m(A; γ2). Les relations de syme´trie peuvent eˆtre de´duites aise´-
ment a` partir des e´galite´s (2B-3) et (1C-47a–1C-47f). Nous donnerons uniquement
le re´sultat final :
d
(j)
−m′−m(A; γ2) = d
(j)
mm′(A; γ2) (2B-11a)
d
(j)
m′m(A; γ2) = (−1)m−m
′
d
(j)
mm′(A; γ2) = (−1)m
′−m d(j)mm′(A; γ2) (2B-11b)
d
(j)
−m′−m(A; γ2) = (−1)m−m
′
d
(j)
m′m(A; γ2) = (−1)m
′−m d(j)m′m(A; γ2) (2B-11c)
d
(j)
m′m(A;−γ2) = d(j)mm′(A; γ2) (2B-11d)
d
(j)
m′m(A;π − γ2) = (−1)j+m
′
d
(j)
m′−m(A; γ2) (2B-11e)
d
(j)
m′m(A;π + γ2) = (−1)j−md(j)m′−m(A; γ2). (2B-11f)
B.3. Valeurs particulie`res
(α) j = 1/2
Lorsque le moment angulaire a la valeur j = 1/2, la forme explicite est donne´e par :
D(1/2)(A ; γ1 , γ2 , γ3 ) =
e−iγ1/2 cos(γ2/2) e−iγ3/2 −e−iγ1/2 sin(γ2/2) eiγ3/2
eiγ1/2 sin(γ2/2) e
−iγ3/2 eiγ1/2 cos(γ2/2) eiγ3/2

(2B-12)
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et :
d
(1/2)
1/2 1/2(A; γ2) = d
(1/2)
−1/2−1/2(A; γ2) = cos(γ2/2)
d
(1/2)
1/2−1/2(A; γ2) = −d(1/2)−1/2 1/2(A; γ2) = − sin(γ2/2). (2B-13)
(β) j = 1
Dans le cas ou` le moment angulaire j est e´gal a` 1, on a :
D(1)(A ; γ1 , γ2 , γ3 ) =
e−iγ1
1 + cos γ2
2
e−iγ3 −e−iγ1 sin γ2√
2
e−iγ1
1− cos γ2
2
eiγ3
sin γ2√
2
e−iγ3 cos γ2 −
sinγ2√
2
eiγ3
eiγ1
1− cos γ2
2
e−iγ3 eiγ1
sinγ2√
2
eiγ1
1 + cos γ2
2
eiγ3

(2B-14)
d
(1)
11 (A; γ2) = d
(1)
−1−1(A; γ2) =
1
2
(1 + cos γ2)
d
(1)
01 (A; γ2) = d
(1)
−10(A; γ2) = −d
(1)
10 (A; γ2) = −d
(1)
0−1(A; γ2) =
1√
2
sin γ2
d
(1)
−11(A; γ2) = d
(1)
1−1(A; γ2) =
1
2
(1− cos γ2)
d
(1)
00 (A; γ2) = cos γ2. (2B-15)
(γ) j = 3/2
d
(3/2)
3/23/2
(A; γ2) = d
(3/2)
−3/2−3/2(A; γ2) = cos
3(γ2/2)
d
(3/2)
1/23/2
(A; γ2) = d
(3/2)
−3/2−1/2(A; γ2) = −d
(3/2)
3/21/2
(A; γ2)
= −d(3/2)−1/2−3/2(A; γ2) =
√
3 cos2(γ2/2) sin(γ2/2)
d
(3/2)
−1/23/2(A; γ2) = d
(3/2)
−3/21/2(A; γ2) = d
(3/2)
3/2−1/2(A; γ2) = d
(3/2)
1/2−3/2(A; γ2)
=
√
3 cos(γ2/2) sin
2(γ2/2)
d
(3/2)
−3/23/2(A; γ2) = −d
(3/2)
3/2−3/2(A; γ2) = sin
3(γ2/2)
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d
(3/2)
1/21/2
(A; γ2) = d
(3/2)
−1/2−1/2(A; γ2)
= cos3(γ2/2) − 2 cos(γ2/2) sin2(γ2/2)
= cos(γ2/2) ( 3cos
2(γ2/2)− 2 )
d
(3/2)
−1/21/2(A; γ2) = −d
(3/2)
1/2−1/2(A; γ2)
= 2cos2(γ2/2) sin(γ2/2) − sin3(γ2/2)
= sin(γ2/2) ( 2− 3sin2(γ2/2)). (2B-16)
(δ) j = 2
d
(2)
2 2 (A; γ2) = d
(2)
−2−2(A; γ2) = cos
4(γ2/2)
d
(2)
1 2 (A; γ2) = d
(2)
−2−1(A; γ2) = −d(2)2 1 (A; γ2) = −d(2)−1−2(A; γ2)
= 2 cos3(γ2/2) sin(γ2/2) =
1
2
(1 + cos γ2) sinγ2
d
(2)
0 2 (A; γ2) = d
(2)
−2 0(A; γ2) = d
(2)
2 0 (A; γ2) = d
(2)
0−2(A; γ2)
=
√
6 cos2(γ2/2) sin
2(γ2/2) =
√
3
8
sin2γ2
d
(2)
−1 2(A; γ2) = d
(2)
−2 1(A; γ2) = −d(2)2−1(A; γ2) = −d(2)1−2(A; γ2)
= 2 cos(γ2/2) sin
3(γ2/2) =
1
2
(1− cos γ2) sin γ2
d
(2)
−2 2(A; γ2) = d
(2)
2−2(A; γ2) = sin
4(γ2/2)
d
(2)
1 1 (A; γ2) = d
(2)
−1−1(A; γ2)
= cos4(γ2/2) − 3 cos2(γ2/2) sin2(γ2/2)
=
1
2
(1 + cos γ2) (2 cos γ2 − 1)
d
(2)
0 1 (A; γ2) = d
(2)
−1 0(A; γ2) = −d(2)1 0 (A; γ2) = −d(2)0−1(A; γ2)
=
√
6 (cos3(γ2/2) sin(γ2/2) − cos(γ2/2) sin3(γ2/2))
=
√
3
2
sinγ2 cos γ2
d
(2)
−1 1(A; γ2) = d
(2)
1−1(A; γ2) = 3 cos
2(γ2/2) sin
2(γ2/2) − sin4(γ2/2)
=
1
2
(1− cos γ2) (2 cos γ2 + 1)
d
(2)
0 0 (A; γ2) = cos
4(γ2/2) + sin
4(γ2/2) − 4 cos2(γ2/2) sin2(γ2/2)
=
1
2
(3cos2γ2 − 1). (2B-17)
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B.4. Rotation de pi autour de chacun des axes
(α) Rotation autour de l’axe Oz
Rˆa(π/0z) = e
− i
h¯
π Jz (2B-18)
soit :
D(j)m′m(A ; 0, 0, π) = e−iπ m δm′m (2B-19)
et :
Rˆa(π/0z) | j m 〉 = e−iπm | j m 〉. (2B-20)
(β) Rotation autour de l’axe Oy
Rˆa(π/0y) = e
− i
h¯
π Jy (2B-21)
soit :
D(j)m′m(A ; 0, π, 0) = d(j)m′m(A;π). (2B-22)
En utilisant (2B-2c), (1C-47d), (1C-74) et (1C-75), on trouve
d
(j)
m′m(A;π) = (−1)j−m δm′−m = ei π (j−m) δm′−m (2B-23)
et :
Rˆa(π/0y) | j m 〉 = (−1)j−m | j −m 〉 = ei π (j−m) | j −m 〉. (2B-24)
(γ) Rotation autour de l’axe Ox[
Rˆa(π/0x)
]
m′m
= e−iπ j δm′−m (2B-25)
et :
Rˆa(π/0x) | j m 〉 = e−iπ j | j −m 〉. (2B-26)
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Addition des moments cine´tiques
Dans ce chapitre, nous allons de´velopper comment se transforment par rotation les
produits des vecteurs propres des ope´rateurs moment cine´tique associe´s a` plusieurs
sous espaces. Nous ferons le choix de prendre des rotations passives. Les formules
obtenues seront e´crites dans la notation de Dirac, celle-ci e´tant mieux approprie´e
aux diffe´rentes de´monstrations en particulier par les relations de fermeture.
1. Rappel
Dans le premier paragraphe, nous allons rappeler diffe´rentes relations ge´ne´rales
concernant les composantes du moment cine´tique.
Soit donc J l’ope´rateur moment cine´tique de composantes Jx, Jy et Jz. Elles
ve´rifient les relations de commutation
[Jx, Jy ] = i h¯ Jz ; [Jy, Jz ] = i h¯ Jx ; [Jz, Jx ] = i h¯ Jy. (3-1a)
L’ensemble de ces trois relations s’e´crit sous forme condense´e :
J ∧ J = i h¯J . (3-1b)
Le carre´ du moment cine´tique de´fini par
J
2 = J2x + J
2
y + J
2
z (3-2)
commute avec chacune des composantes
[J2, Jx ] = [J
2, Jy ] = [J
2, Jz ] = 0. (3-3)
A` partir des composantes carte´siennes, on peut construire les ope´rateurs J+ et J− :
J+ = Jx + iJy ; J− = Jx − iJy. (3-4)
Ils ve´rifient les relations de commutation
[J2, J+ ] = [J
2, J− ] = 0 ; [Jz, J+ ] = h¯ J+
[Jz, J− ] = −h¯ J− ; [J+, J− ] = 2h¯ J+. (3-5)
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L’ope´rateur J2 s’exprime en fonction de J+ et J− :
J
2 =
1
2
(J+J− + J−J+) + J2z (3-6)
ce qui entraˆıne les relations supple´mentaires :
J−J+ = J2 − Jz(Jz + 1) ; J+J− = J2 − Jz(Jz − 1). (3-7)
Soit | α j m 〉 un e´tat propre commun aux ope´rateurs J2 et Jz avec les valeurs
propres respectives h¯2j(j+1) et h¯m (−j ≤ m ≤ j) ou` α est un nombre quantique
supple´mentaire permettant de caracte´riser l’e´tat physique :
J
2 | α j m 〉 = h¯2j(j + 1) | α j m 〉 (3-8a)
Jz | α j m 〉 = mh¯ | α j m 〉. (3-8b)
Ces vecteurs de base sont choisis de manie`re a` ce que les ope´rateurs J+ et J−
ve´rifient
J− | α j m 〉 = h¯
√
j(j + 1)−m(m− 1) | α j m 〉 (3-9a)
J+ | α j m 〉 = h¯
√
j(j + 1)−m(m+ 1) | α j m 〉. (3-9b)
2. Addition de deux moments cine´tiques
2.1. De´finition
On conside`re un syste`me physique forme´ de la re´union de deux sous syste`mes (a)
et (b). Ces deux sous syste`mes peuvent eˆtre par exemple les parties orbitales de
deux particules sans spin ou bien l’espace orbital et la partie intrinse`que d’une
particule avec spin etc. Dans chacun des deux sous espaces E i on suppose connue
une base standard des vecteurs propres communs a` J2i et Jiz note´e | αi jimi 〉
ou` αi repre´sente un ensemble de nombres quantiques permettant de caracte´riser
l’e´tat. D’apre`s le paragraphe pre´ce´dent, ces e´tats propres ve´rifient les relations
suivantes :
J
2
i | αi jimi 〉 = h¯2 ji(ji + 1) | αi jimi 〉
Jiz | αi jimi 〉 = h¯mi | αi jimi 〉
Ji± | αi jimi 〉 = h¯
√
ji(ji + 1)−mi(mi ± 1) | αi ji mi ± 1 〉
(3-10)
et de plus les ope´rateurs moment cine´tique de chacun des deux sous espaces com-
mutent :
[Ja,Jb ] = 0. (3-11)
Chaque sous espace Ei est la somme directe des sous espaces E i(αi jimi) associe´
aux vecteurs propres | αi jimi 〉 :
Ei =
∑
⊕
Ei(αi ji mi) . (3-12)
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La relation de fermeture dans l’espace E i est donne´e par :∑
αi jimi
| αi jimi 〉 〈αi jimi |= 1. (3-13)
Chacun des sous-espaces Ei(αi ji) obtenu en fixant αi et ji est de dimension 2ji+1
et posse`de la relation de fermeture :∑
mi
| jimi 〉 〈 jimi |= 1. (3-14)
Dans l’espace Ea(αa ; ja) ⊗ Eb(αb ; jb) de dimension (2ja + 1)(2jb + 1), on peut
former la base standard en faisant le produit tensoriel des vecteurs de base de
chacun des sous espaces | αa jama αb jbmb 〉 = | αa jama 〉 | αb jbmb 〉. La
relation de fermeture associe´e a` cette base est une ge´ne´ralisation de (3-14) :∑
mamb
| jama jbmb 〉 〈 jama jbmb |= 1. (3-15)
L’ope´rateur moment cine´tique total J = Ja + Jb agissant dans l’espace E posse`de,
de meˆme que Ja et Jb, les relations de commutation donne´es par les formules (3-1)
a` (3-9). On peut construire une base standard constitue´e des e´tats propres de
J
2
a, J
2
b , J
2 et Jz a` l’aide d’une combinaison line´aire approprie´e des vecteurs de
base | αa jama αb jbmb 〉. Les coefficients de cette transformation unitaire sont
appele´s coefficients de Clebsch-Gordan. Ce de´veloppement s’e´crit :
| αa αb (ja jb) j m 〉 = [ | αa ja 〉 | αb jb 〉 ] jm
=
∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉 | αa jama αb jbmb 〉.
(3-16a)
Par de´finition les e´tats | αa αb (ja jb) j m 〉 ve´rifient :
J
2
a | αa αb (ja jb) j m 〉 = h¯2 ja(ja + 1) | αa αb (ja jb) j m 〉
J
2
b | αa αb (ja jb) j m 〉 = h¯2 jb(jb + 1) | αa αb (ja jb) j m 〉. (3-17)
Les valeurs nume´riques des C.G peuvent eˆtre obtenues a` partir des ope´rateurs
Ja±, Jb±, J± et peuvent eˆtre de´finis re´els. La forme explicite et les principales
proprie´te´s sont donne´es dans le comple´ment A. La relation de syme´trie
〈jama jbmb | j m〉 = (−1)ja+jb−j 〈jbmb jama | j m〉 (3A-23)
entraˆıne :
| αa αb (ja jb) j m 〉 = (−1)ja+jb−j | αb αa (jb ja) j m 〉. (3-16b)
La nouvelle base associe´e a` l’espace Ea(αa ; ja)⊗ Eb(αb ; jb) posse`de la relation de
fermeture suivante : ∑
j m
| ja jb j m 〉 〈 ja jb j m |= 1 (3-18a)
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que l’on peut e´crire aussi : ∑
j m
| j m 〉 〈 j m |= 1. (3-18b)
Nous allons maintenant montrer deux proprie´te´s des coefficients de Clesch-Gordan
permettant d’inverser la relation (3-16a). En utilisant (3-18b) et le fait que les C.G
sont re´els, on a :
δm′ama δm′bmb = 〈αa jam′a αb jbm′b | αa jama αb jbmb 〉
=
∑
j m
〈jam′a jbm′b | j m〉 〈j m | jama jbmb 〉
=
∑
j m
〈jam′a jbm′b | j m〉 〈jama jbmb | j m〉 (3-19)
et en utilisant (3-15) :
δj′ j δm′m = 〈 j m | j′m′ 〉 = 〈αa αb (ja jb) j m | αa αb (ja jb) j′m′ 〉
=
∑
mamb
〈 j m | jama jbmb 〉 〈jama jbmb | j′m′〉
=
∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉 〈jama jbmb | j′m′〉. (3-20)
En multipliant (3-16a) par 〈jam′a jbm′b | j′m′〉 et en sommant sur j′ et m′, on
obtient, a` l’aide de (3-19) :
| αa jama αb jbmb 〉 =
∑
j m
〈jama jbmb | j m〉 | αa αb (ja jb) j m 〉. (3-21)
2.2. Proprie´te´s des matrices de rotation
Dans une rotation quelconque suppose´e de´finie par les angles d’Euler, si on pose :
D(j)m′m(P ; γi) ≡ D(j)m′m(P ; γ3, γ2, γ1) (3-22)
on aura :
Rˆ
a
p | αa jama 〉 =
∑
m′a
D(ja)m′ama(P ; γi) | αa jam
′
a 〉
Rˆ
b
p | αb jbmb 〉 =
∑
m′
b
D(jb)m′
b
mb
(P ; γi) | αb jbm′b 〉. (3-23)
L’ope´rateur de rotation dans le syste`me total est le produit des ope´rateurs de
rotation :
Rˆp = Rˆ
a
p Rˆ
b
p (3-24)
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d’ou` :
Rˆ
a
p Rˆ
b
p | αa jama αb jbmb 〉 =∑
m′am
′
b
D(ja)m′ama(P ; γi)D
(jb)
m′
b
mb
(P ; γi) | αa jam′a αb jbm′b 〉 . (3-25)
Par de´finition l’e´tat propre du moment angulaire total obe´it a` :
Rˆp | αa αb (ja jb) j m 〉 =
∑
m′
D(j)m′m(P ; γi) | αa αb (ja jb) j m′ 〉 . (3-26)
Cette e´galite´ peut encore s’e´crire d’apre`s (3-16a) :
Rˆp | αa αb (ja jb) j m 〉 =∑
m′
D(j)m′m(P ; γi)
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m′〉 | αa jam′a αb jbm′b 〉
=
∑
m′am
′
b
[∑
m′
〈jam′a jbm′b | j m′〉D(j)m′m(P ; γi)
]
| αa jam′a αb jbm′b 〉 . (3-27a)
Si on e´crit l’ope´rateur de rotation comme le produit des deux ope´rateurs, le membre
de gauche devient :
Rˆp | αa αb (ja jb) j m 〉 =
∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉 Rˆap Rˆ
b
p | αa jama αb jbmb 〉
=
∑
ma mb
〈jama jbmb | j m〉
∑
m′a m
′
b
D(ja)m′ama(P ; γi) D
(jb)
m′
b
mb
(P ; γi)
× | αa jam′a αb jbm′b 〉
=
∑
m′am
′
b
[ ∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉D(ja)m′ama(P ; γi)D
(jb)
m′
b
mb
(P ; γi)
]
× | αa jam′a αb jbm′b 〉 . (3-27b)
En comparant (3-27a) et (3-27b), on de´duit :∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉 D(ja)m′ama(P ; γi)D
(jb)
m′
b
mb
(P ; γi) =∑
m′
〈jam′a jbm′b | j m′〉 D(j)m′m(P ; γi)
= 〈jam′a jbm′b | j m′〉 D(j)m′m(P ; γi) δm′ m′a+m′b (3-28)
la dernie`re ligne e´tant obtenue en utilisant (3A-1b).
Cette relation est inde´pendante de la rotation et elle reste valable pour la
transformation inverse. On peut donc remplacer dans (3-28) D(k)q′ q(P ; γi) par
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[D(k) (P ; γi) ]−1q′ q avec k = ja, jb ou j et q et q′ les projections correspondantes
sur l’axe Oz. En prenant le complexe conjugue´ de la nouvelle e´galite´ obtenue et
en utilisant (1C-52b) on obtient une relation faisant intervenir la sommation sur
les indices de ligne :∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉 D(ja)mam′a(P ; γi)D
(jb)
mbm′b
(P ; γi) =∑
m′
〈jam′a jbm′b | j m′〉 D(j)mm′(P ; γi)
= 〈jam′a jbm′b | j m′〉 D(j)mm′(P ; γi) δm′ m′a+m′b . (3-29)
Multiplions les deux membres de (3-28) par le coefficient 〈jam′′a jbm′′b | j m〉 :∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉 〈jam′′a jbm′′b | j m〉D(ja)mam′a(P ; γi)D
(jb)
mbm′b
(P ; γi) =∑
m′
〈jam′a jbm′b | j m′〉 〈jam′′a jbm′′b | j m〉D(j)mm′(P ; γi).
Sommons sur j et m les deux membres de cette e´galite´. En utilisant la rela-
tion (3-19), on a :
D(ja)m′ama(P ; γi)D
(jb)
m′
b
mb
(P ; γi) =∑
j mm′
〈jam′a jbm′b | j m′〉 〈jama jbmb | j m〉 D(j)m′m(P ; γi)
=
∑
j
〈jam′a jbm′b | j m′〉 〈jama jbmb | j m〉 D(j)m′m(P ; γi)
× δm′ m′a+m′b δm ma+mb . (3-30)
Applications
(α) Composition des harmoniques sphe´riques
Nous allons utiliser cette relation pour composer deux harmoniques sphe´riques de
meˆmes arguments. D’apre`s (1-35) :
Y ml (ϑ , ϕ) =
√
2l + 1
4π
D(l)0m(P ; γ3, ϑ, ϕ)
d’ou` :
Yml (ϑ , ϕ) Y
m′
l ′
(ϑ , ϕ) =
√
2l+ 1
4π
√
2l ′ + 1
4π
D(l)0m(P ; γ3, ϑ, ϕ) D(l
′
)
0m′(P ; γ3, ϑ, ϕ)
=
√
2l+ 1
4π
√
2l ′ + 1
4π
∑
l ′′ m′′
〈l 0 l ′ 0 | l ′′ 0〉〈l m l ′ m′ | l ′′ m′′〉D(l
′′
)
0m′′(P ; γ3, ϑ, ϕ)
=
∑
l ′′ m′′
√
(2l + 1)(2l ′ + 1)
4π(2l ′′ + 1)
〈l 0 l ′ 0 | l ′′ 0〉〈l m l ′ m′ | l ′′ m′′〉Y m′′
l ′′
(ϑ , ϕ)
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c’est-a`-dire finalement :
Y ml (ϑ , ϕ) Y
m′
l ′
(ϑ , ϕ) =∑
l ′′ m′′
√
(2l + 1)(2l ′ + 1)
4π(2l ′′ + 1)
〈l 0 l ′ 0 | l ′′ 0〉〈l m l ′ m′ | l ′′ m′′〉Y m′′
l ′′
(ϑ , ϕ). (3-31)
(β) The´ore`me d’addition des harmoniques sphe´riques.
Soient (ϑ1, ϕ1) et (ϑ2, ϕ2) les angles de´finissant les directions des vecteurs v1 et v2
dans le repe`re (S). Le produit scalaire des deux vecteurs reste inchange´ lorsqu’on
passe du repe`re (S) au repe`re (S′) obtenu a` partir de (S) par une rotation quel-
conque. L’angle entre ces deux vecteurs ϑ12 de´fini par cosϑ12 = v1 · v2/v1 v2 est
lui-meˆme invariant dans cette rotation. Nous allons maintenant e´tablir comment
se transforme l’expression I de´finie par :
I =
∑
m
Y ml
∗
(ϑ1, ϕ1) Y
m
l (ϑ2, ϕ2). (3-32)
D’apre`s (1-32a), on a
Y ml
∗
(ϑ1, ϕ1) =
∑
m′
D(l)m′m
∗
(P ; γi) Y
m′
l
∗
(ϑ1
′, ϕ1′)
et
Yml (ϑ2, ϕ2) =
∑
m′′
D(l)m′′m(P ; γi) Y m
′′
l (ϑ2
′, ϕ2′)
soit
I = ∑m′m′′ Y m′l ∗ (ϑ1′, ϕ1′) Y m′′l (ϑ2′, ϕ2′) ∑m D(l)m′m∗ (P ; γi) D(l)m′′m(P ; γi)
=
∑
m′ Y
m′
l
∗
(ϑ1
′, ϕ1′) Y m
′
l (ϑ2
′, ϕ2′)
ou` nous avons utilise´ (1C-55). On a donc l’invariance :∑
m
Y ml
∗
(ϑ1, ϕ1) Y
m
l (ϑ2, ϕ2) =
∑
m
Y ml
∗
(ϑ1
′, ϕ1′) Y ml (ϑ2
′, ϕ2′). (3-33)
Remarque. La position de l’aste´risque dans l’expression de I est indiffe´rente. En
effet, on peut utiliser deux fois la relation
Y ml
∗
(ϑ, ϕ) = (−1)m Y −ml (ϑ, ϕ) (3-34)
ce qui donne∑
m
Y ml
∗
(ϑ1, ϕ1) Y
m
l (ϑ2, ϕ2) =
∑
m
(−1)m Y −ml (ϑ1, ϕ1) Y ml (ϑ2, ϕ2)
=
∑
m
(−1)m Y −ml (ϑ1, ϕ1) (−1)m Y −ml
∗
(ϑ2, ϕ2)
=
∑
m
Yml (ϑ1, ϕ1) Y
m
l
∗
(ϑ2, ϕ2). (3-35)
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Nous allons maintenant retrouver l’e´galite´ (3-33) d’une autre manie`re. On sait
que si les moments angulaires ja et jb sont e´gaux, on peut construire un invariant
(voir (3A-1a) et (3-26)). D’apre`s (3-16a) :[
Yl (ϑ1, ϕ1) ⊗ Yl (ϑ2, ϕ2)
]0
0
=
∑
m
〈l m l−m | 0 0〉 Y ml (ϑ1, ϕ1) Y −ml (ϑ2, ϕ2)
avec :
〈l m l−m | 0 0〉 = (−1)l−m 1√
2l+ 1
et la relation (3-34), on a[
Yl (ϑ1, ϕ1) ⊗ Yl (ϑ2, ϕ2)
]0
0
= (−1)l 1√
2l+ 1
∑
m
Yml (ϑ1, ϕ1) Y
m
l
∗
(ϑ2, ϕ2)
(3-36a)
et inversement :∑
m
Yml (ϑ1, ϕ1) Y
m
l
∗
(ϑ2, ϕ2) = (−1)l
√
2l+ 1
[
Yl (ϑ1, ϕ1) ⊗ Yl (ϑ2, ϕ2)
]0
0
.
(3-36b)
L’invariant (3-32) peut eˆtre calcule´ dans un repe`re quelconque. Choisissons (S) tel
que le vecteur v1 soit dirige´ suivant l’axe Oz ; l’angle ϑ2 n’est alors rien d’autre
que ϑ12. En utilisant (voir (1-34)) :
Y ml (vˆ = Oz ) =
√
2l+ 1
4π
δm 0 (3-37a)
on obtient (voir (1-35b)) :
Y 0l (ϑ2, ϕ2) =
√
2l+ 1
4π
d
(l)
0 0 (ϑ12). (3-37b)
Si on admet de plus que les matrices re´duites et les polynoˆmes de Legendre sont
relie´s par :
Pl (cosϑ12) = d
(l)
0 0 (ϑ12) (3-38)
on a :
2l+ 1
4π
Pl (cosϑ12) =
∑
m
Y ml (ϑ1, ϕ1) Y
m
l
∗
(ϑ2, ϕ2). (3-39)
3. De´finition des coefficients de recouplage
Dans ce paragraphe nous allons e´tudier le couplage de plus de deux moments
angulaires. Si le couplage de deux moments cine´tiques quelconques se fait d’une
manie`re unique (a` une phase pre`s (3-16b)), il n’en est pas de meˆme lorsque le
nombre de moments angulaires que l’on veut coupler est supe´rieur a` deux. Nous
allons successivement regarder comment on peut coupler trois puis quatre moments
cine´tiques.
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3.1. Couplage de 3 moments angulaires
Si nous voulons additionner trois moments angulaires Ja, Jb, Jc pour obtenir
le moment angulaire total J = Ja + Jb + Jc, on peut soit additionner Ja et Jb
pour donner Jab = Ja + Jb d’ou` J = Jab + Jc, soit additionner Jb et Jc pour
donner Jbc = Jb + Jc ce qui entraˆıne J = Ja + Jbc. Il existe une transfor-
mation unitaire qui permet de passer d’un couplage a` l’autre. Dans les espaces
Ea(αa ja)⊗ Eb(αb jb) et Eb(αb jb)⊗ Ec(αb jc) les relations de fermeture s’e´crivent
respectivement : ∑
jabmab
| (ja jb) jabmab 〉 〈 (ja jb) jabmab | = 1 (3-40a)∑
jbcmbc
| (jb jc) jbcmbc 〉 〈 (jb jc) jbcmbc | = 1. (3-40b)
Dans l’espace total Ea(αa ja)⊗ Eb(αb jb)⊗ Ec(αb jc), nous aurons :∑
jab j m
| (ja jb) jab jc ; j m 〉 〈 (ja jb) jab jc ; j m |= 1 (3-41a)
et : ∑
jbc j m
| ja (jb jc) jbc ; j m 〉 〈 ja (jb jc) jbc ; j m |= 1. (3-41b)
Si nous de´signons par α l’ensemble des nombres quantiques additionnels autres
que les moments angulaires, la relation (3-41a) entraˆıne :
| α ja (jb jc) jbc ; j m 〉 =∑
jab j′m′
〈 (ja jb) jab jc ; j′m′ | ja (jb jc) jbc ; j m 〉 | α (ja jb) jab jc ; j′m′ 〉
=
∑
jab
〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m 〉 | α (ja jb) jab jc ; j m 〉. (3-42)
On peut de meˆme e´crire :
| α ja (jb jc) jbc ; j m+ 1 〉 =∑
jab
〈 (ja jb) jab jc ; j m+ 1 | ja (jb jc) jbc ; j m+ 1〉 | α (ja jb) jab jc ; j m+ 1 〉.
(3-43)
Faisons agir l’ope´rateur J+ sur les deux membres de l’e´galite´ (3-42) :
h¯
√
j(j + 1)−m(m+ 1) | α ja (jb jc) jbc ; j m+ 1 〉 =∑
jab
〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m〉
× h¯
√
j(j + 1)−m(m+ 1) | α (ja jb) jab jc ; j m+ 1 〉
(3-44)
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c’est-a`-dire :
| α ja (jb jc) jbc ; j m+ 1 〉 =∑
jab
〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m 〉 | α (ja jb) jab jc ; j m+ 1 〉. (3-45)
En comparant (3-43) et (3-45), on voit que le produit scalaire est inde´pendant de
m. Le passage d’une base a` l’autre peut donc eˆtre e´crit :
| α ja (jb jc) jbc ; j m 〉 =∑
jab
〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 | α (ja jb) jab jc ; j m 〉. (3-46)
Cette inde´pendance en fonction de m est une proprie´te´ intrinse`que des rotations.
En effet :
〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m 〉 =
〈 (ja jb) jab jc ; j m | Rˆp† Rˆp | ja (jb jc) jbc ; j m 〉
=
∑
m′′m′
D(j)m′′m
∗
(P ; γi)D(j)m′m(P ; γi) 〈 (ja jb) jab jc ; j m′′ | ja (jb jc) jbc ; j m′〉
=
∑
m′
D(j)m′m
∗
(P ; γi)D(j)m′m(P ; γi) 〈 (ja jb) jab jc ; j m′ | ja (jb jc) jbc ; j m′ 〉
=
∑
m′
〈 (ja jb) jab jc ; j m′ | ja (jb jc) jbc ; j m′ 〉D(j)m′m
∗
(P ; γi)D(j)m′m(P ; γi).
(3-47)
On peut inte´grer les deux membres de cette e´galite´ et en utilisant la relation
suivante ∫ 2π
0
dγ3
∫ π
0
sin γ2dγ2
∫ 2π
0
dγ1 = 8π
2 (3-48)
et (1C-57). On obtient :
〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m〉 =
1
2j + 1
∑
m′
〈 (ja jb) jab jc ; j m′ | ja (jb jc) jbc ; j m′〉. (3-49)
Le membre de droite est inde´pendant de m ce qui doit eˆtre le cas pour le membre
de gauche.
3.2. Couplage de 4 moments angulaires
Conside´rons a` pre´sent l’addition de quatre moments angulaires Ja, Jb, Jc, Jd
pour obtenir le moment angulaire total J = Ja + Jb + Jc + Jd. Examinons
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la transformation unitaire qui permet de passer du couplage J = Jab + Jcd au
couplage J = Jac + Jbd.
Les relations de fermeture dans les espaces Ea(αa ja)⊗ Eb(αb jb) et Ec(αc jc)⊗
Ed(αd jd) s’e´crivent respectivement :∑
jabmab
| (ja jb) jabmab 〉 〈 (ja jb) jabmab | = 1 (3-50)∑
jcdmcd
| (jc jd) jcdmcd 〉 〈 (jc jd) jcdmcd | = 1. (3-51)
De meˆme dans les espaces Ea(αa ja) ⊗ Ec(αc jc) et Eb(αb jb) ⊗ Ed(αd jd) nous
avons : ∑
jacmac
| (ja jc) jacmac 〉 〈 (ja jc) jacmac | = 1 (3-52)∑
jcdmcd
| (jc jd) jcdmcd 〉 〈 (jc jd) jcdmcd | = 1. (3-53)
Dans l’espace total, produit tensoriel Ea(αa ja)⊗ Eb(αb jb)⊗ Ec(αc jc)⊗ Ed(αd jd),
nous aurons les relations de fermeture :∑
jab jcd
∑
j m
| (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m 〉 〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m | = 1 (3-54)
et ∑
jac jbd
∑
j m
| (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉 〈 (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m | = 1. (3-55)
On peut alors de´velopper un e´tat propre des ope´rateurs J2 et Jz exprime´ dans une
base en fonction de l’autre base :
| α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉 =∑
jab jcd
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j〉
× | α (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m 〉. (3-56a)
et inversement :
| α (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m 〉 =∑
jac jbd
〈 (jajc) jac (jbjd) jbd ; j | (jajb) jab (jcjd) jcd ; j 〉
× | α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉. (3-57a)
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En ge´ne´ral, plutoˆt que d’utiliser les e´le´ments de la matrice de passage unitaire
on pre´fe`re, pour des raison de syme´trie, e´crire la transformation a` l’aide des
coefficients 9 − j dont la de´finition est donne´e par (3B-74). Les relations (3-56a)
et (3-57a) deviennent alors respectivement
| α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉 =∑
jab jcd
ˆab ˆcd ˆac ˆbd
 ja jb jabjc jd jcd
jac jbd j
 | α (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m 〉 (3-56b)
| α (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m 〉 =∑
jac jbd
ˆac ˆbd ˆab ˆcd
 ja jb jabjc jd jcd
jac jbd j
 | α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉 (3-57b)
ou` nous avons pose´ xˆ =
√
2x+ 1.
Il est aussi possible d’additionner les trois premiers moments angulaires puis
le quatrie`me : J = Jab c + Jd avec Jab c = Jab + Jc. Le ket
| α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉
de´crira l’e´tat physique dans cette base. Si on pose :
| (jajb) jab 〉 ≡ | (jajb)JA 〉 ; | jc 〉 ≡ | JB 〉 ; | jd 〉 ≡ | JC 〉. (3-58)
On aura :
| α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉 ≡ | α (JAJB)JAB JC ; jm 〉 =∑
JBC
〈JA (JB JC) JBC ; j | (JA JB) JAB JC ; j〉 | α JA (JB JC) JBC ; j m 〉
ou encore :
| α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉 =∑
jcd
〈 jab (jc jd) jcd ; j | (jab jc) jab c jd ; j〉 | α (jajb) jab (jc jd) jcd ; j m 〉 (3-59)
et inversement :
| α (jajb) jab (jc jd) jcd ; j m 〉 =∑
jab c
〈 (jab jc) jab c jd ; j | jab (jc jd) jcd ; j〉 | α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉. (3-60)
La relation (3-59) donne le de´veloppement d’un couplage base´ sur un sous en-
semble de 3 moments angulaires et un autre re´duit au dernier moment angulaire
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en fonction de deux sous ensembles de deux moments angulaires. Nous allons
maintenant e´tablir une transformation faisant passer d’un sous ensemble de trois
moments angulaires a` un autre sous ensemble de 3 moments cine´tiques. Cette
partie peut eˆtre omise en premie`re lecture.
La relation (3-59) peut s’e´crire en utilisant les coefficients de Racah (voir le
comple´ment B) :
| α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉 =∑
jcd
√
(2jab c + 1) (2jcd + 1)W (jab jc j jd ; jab c jcd)
× | α (jajb) jab (jc jd) jcd ; j m 〉. (3-61)
Si on permute jc et jd dans le ket de droite, puis si on recouple ja et jd d’une part
et jb et jc d’autre part, on obtient :
| α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉 =
∑
jcd jad jbc
(−1)jc+jd−jcd (−1)jb+jc−jbc
×
√
(2jab c + 1) (2jcd + 1)
√
(2jad + 1) (2jbc + 1)
√
(2jab + 1) (2jcd + 1)
×W (jab jc j jd ; jab c jcd)
 ja jd jadjb jc jbc
jab jcd j
 | α (jajd) jad (jc jb) jbc ; j m 〉. (3-62)
Le membre de droite de cette e´quation peut se de´velopper sur une nouvelle base
obtenue en couplant ja et jd a` jad et jad a` jc pour obtenir jad c et enfin en couplant
jad c a` jb pour obtenir j. Si on e´crit cette transformation en fonction des coefficients
de Racah, on obtient
| α (jajd) jad (jc jb) jbc ; j m 〉 =∑
jad c
√
(2jad c + 1) (2jbc + 1)W (jad jc j jb ; jad c jbc)
× | α [ (jajd) jad jc ] jad c jb ; j m 〉. (3-63)
En utilisant la relation (3B-78) et les relations de syme´trie des 9− j, on trouve :
∑
jbc
(−1)jb+jc−jbc (2jbc + 1)W (jad jc j jb ; jad c jbc)

ja jd jad
jb jc jbc
jab jcd j
 =
(−1)ja+jd+jad+2jb+2jc+jab+jcd+j W (jb j ja jcd ; jad c jab) W (jc jad jcd ja ; jad c jd).
(3-64)
D’autre part, on peut aussi utiliser la relation (3B-77) qui donne la contraction de
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trois coefficients de Racah en fonction d’un coefficient 9− j :∑
jcd
(2jcd + 1)W (jab jc j jd ; jab c jcd)W (jb j ja jcd ; jad c jab)
×W (jc jad jcd ja ; jad c jd) = (−1)jb−jab−jad+jd

j jad c jb
jd jad ja
jab c jc jab
 · (3-65)
On a donc la transformation :
| α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉 =
√
(2jab c + 1) (2jab + 1)
×
∑
jad jad c
(−1)ja+jad−jd (−1)j+jad c−jb (−1)jc+jad c+jad
√
(2jad + 1) (2jad c + 1)
×

j jad c jb
jd jad ja
jab c jc jab
 | α [ (jajd) jad jc ] jad c jb ; j m 〉. (3-66a)
En utilisant les relations de syme´trie des 9− j, ce de´veloppement s’e´crit aussi :
| α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉 =
√
(2jab c + 1) (2jab + 1)
×
∑
jad jad c
(−1)ja+jad−jd (−1)j+jad c−jb (−1)jc+jad c+jad
√
(2jad + 1) (2jad c + 1)
×

jb ja jab
j jd jab c
jad c jad jc
 | α [ (jajd) jad jc ] jad c jb ; j m 〉. (3-66b)
En multipliant les deux membres par
√
(2jab + 1) (2jab c + 1)
 jb ja jabj jd jab c
j′ad c j
′
ad jc
, en
sommant sur jab, jab c et en utilisant la relation d’orthogonalite´ (3B-75), on a :
∑
jab jab c
√
(2jab + 1) (2jab c + 1)
 jb ja jabj jd jab c
j′ad c j
′
ad jc

× | α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉 =∑
jad jad c
(−1)ja+jad−jd (−1)j+jad c−jb (−1)jc+jad c+jad√(2jad + 1) (2jad c + 1)
× | α [ (jajd) jad jc ] jad c jb ; j m 〉
×∑jab jab c (2jab c + 1) (2jab + 1)
 jb ja jabj jd jab c
jad c jad jc

 jb ja jabj jd jab c
j′ad c j
′
ad jc

=
(−1)ja+j′ad−jd (−1)j+j′ad c−jb (−1)jc+j′ad c+j′ad√
(2j′ad + 1) (2j
′
ad c + 1)
| α [ (jajd) j′ad jc ] j′ad c jb ; j m 〉.
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D’ou` finalement
| α [ (jajd) jad jc ] jad c jb ; j m 〉 =
(−1)ja+jad−jd (−1)j+jad c−jb (−1)jc+jad c−jad
√
(2jad + 1) (2jad c + 1)
×
∑
jab jab c
√
(2jab + 1) (2jab c + 1)
 jb ja jabj jd jab c
jad c jad jc

× | α [ (jajb) jab jc ] jab c jd ; j m 〉. (3-67)
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Comple´ments au chapitre 3
A. Coefficients de Clebsch-Gordan et de Wigner
A.1. Formules de re´currence
Les coefficients de C.G 〈jama jbmb | j m〉 ne sont non nuls que si les relations
suivantes sont respecte´es :
| ja − jb | ≤ j ≤ ja + jb (3A-1a)
et
m = ma +mb. (3A-1b)
La relation (3A-1a) est de´montre´e dans les cours de me´canique quantique aussi
nous ne nous y attarderons pas davantage. La seconde e´galite´ peut eˆtre e´tablie a`
l’aide des ope´rateurs Jz = Jaz + Jbz que l’on fait agir sur les e´tats
| αa αb (ja jb) j m 〉 :
Jz | αa αb (ja jb) j m 〉 = mh¯ | αa αb (ja jb) j m 〉
= mh¯
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 | αa jam′a αb jbm′b 〉
= (Jaz + Jbz) | αa αb (ja jb) j m 〉
=
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 (Jaz + Jbz) | αa jam′a αb jbm′b 〉
=
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 h¯ (m′a +m′b) | αa jam′a αb jbm′b 〉
en multipliant les deux membres de cette e´galite´ par 〈 jamaαa | 〈 jbmbαb |, on
obtient la condition m = ma +mb.
Il existe une autre me´thode pour retrouver la conservation de la troisie`me
composante du moment angulaire. Il suffit pour cela de conside´rer l’action de
l’ope´rateur de rotation autour de l’axe Oz sur le ket | αa αb (ja jb) j m 〉 et
d’utiliser l’e´galite´
Rˆp = Rˆ
a
p Rˆ
b
p.
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En effet :
Rˆp(γ/Oz) | αa αb (ja jb) j m 〉 = eim | αa αb (ja jb) j m 〉
= eim
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 | αa jam′a αb jbm′b 〉
=
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 Rˆ
a
p (γ/Oz) Rˆ
b
p (γ/Oz) | αa jam′a αb jbm′b 〉
=
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 ei (m
′
a+m
′
b) | αa jam′a αb jbm′b 〉
en multipliant les deux membres de cette relation par 〈 jamaαa | 〈 jbmbαb |, il
vient :
eim = ei (ma+mb)
ce qui de´montre l’e´galite´ cherche´e.
Les ope´rateurs J± = Ja± + Jb± agissant sur les e´tats | αa αb (ja jb) j m 〉
permettent d’e´tablir des formules de re´currence pour ∆j = 0 et ∆m = ±1. Par
exemple avec les ope´rateurs J+ = Ja+ + Jb+, on a :
J+ | αa jama αb jbmb 〉 = h¯
√
j(j + 1)−m(m+ 1) | αa αb (ja jb) j m+ 1 〉
= h¯
√
j(j + 1)−m(m+ 1)
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 | αa jam′a αb jbm′b 〉
= (Ja+ + Jb+) | αa jam′a αb jbm′b 〉
=
∑
m′am
′
b
〈jam′a jbm′b | j m〉 [h¯
√
ja(ja + 1)−m′a(m′a + 1)
× | αa jam′a + 1 αb jbm′b 〉
+ h¯
√
jb(jb + 1)−m′b(m′b + 1) | αa jam′a αb jbm′b + 1 〉 ]
en multipliant les deux membres de cette e´galite´ par 〈 jamaαa | 〈 jbmbαb |, on
trouve :√
j(j + 1)−m(m+ 1) 〈jama jbmb | j m+ 1〉 =√
ja(ja + 1)−ma(ma − 1) 〈jama − 1 jbmb | j m〉
+
√
jb(jb + 1)−mb(mb − 1) 〈jama jbmb − 1 | j m〉.
On trouve une relation analogue a` l’aide des ope´rateurs J− = Ja− + Jb−. Avec
la substitution m → m+ 1, ces relations de re´currence deviennent :
(i) ∆j = 0 ∆m = 1√
j(j + 1)−m(m+ 1) 〈jama jbmb | j m〉 =√
ja(ja + 1)−ma(ma + 1) 〈jama + 1 jbmb | j m+ 1〉
+
√
jb(jb + 1)−mb(mb + 1) 〈jama jbmb + 1 | j m+ 1〉. (3A-2)
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(ii) ∆j = 0 ∆m = −1√
j(j + 1)−m(m− 1) 〈jama jbmb | j m〉 =√
ja(ja + 1)−ma(ma − 1) 〈jama − 1 jbmb | j m− 1〉
+
√
jb(jb + 1)−mb(mb − 1) 〈jama jbmb − 1 | j m− 1〉. (3A-3)
Messiah donne une relation de re´currence supple´mentaire :
(iii) ∆j = ±1 ∆m = 0
A0 〈jama jbmb | j m〉
= A+ 〈jama jbmb | j + 1m〉 + A− 〈jama jbmb | j − 1m〉 (3A-4)
avec :
A0 = ma −mb +m jb(jb + 1)− ja(ja + 1)
j(j + 1)
; A+ = f(j + 1) ; A− = f(j)
f(x) =
√
x2 −m2
[
(ja+jb+1+x)
2x
(ja+jb+1− x)
2x
(x+ja−jb)
2x− 1
(x+jb−ja)
2x+ 1
]1/2
·
A.2. Conventions et forme explicite
Conventions
Posons m = j + 1 dans (3A-3) :
〈jama − 1 jbmb | j j〉 = −
√
jb(jb + 1)−mb(mb − 1)
ja(ja + 1)−ma(ma − 1)
× 〈jama jbmb − 1 | j j〉. (3A-5)
Cette relation permet de calculer les coefficients de Clebsch-Gordan pour m = j.
Ils sont tous proportionnels les uns aux autres avec des coefficients de proportion-
nalite´ re´els. Pour que les C.G avec m = j soient re´els, il suffit qu’un seul soit
de´fini re´el. Les conventions de Condon et Shortley, Racah et Wigner conduisent
aux meˆmes valeurs. Suivant Racah, on peut imposer a` 〈ja ja jb j − ja | j j〉 d’eˆtre
re´el et positif. Les relations de re´currence ge´ne´rales (3A-2) et (3A-3) montrent
qu’alors tous les C.G sont re´els, ce qui entraˆıne :
〈jama jbmb | j m〉 = 〈jama jbmb | j m〉∗ (3A-6a)
et
〈jama jbmb | j m〉 = 〈 j m | jama jbmb 〉. (3A-6b)
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Forme explicite des coefficients de Clebsch-Gordan
Racah a donne´ une formule ge´ne´rale donnant la valeur des C.G sous forme expli-
cite :
〈jama jbmb | j m〉 = δma+mb m ∆(ja, jb, j)
×
[
(2j + 1) (ja +ma)! (ja −ma)! (jb +mb)! (jb −mb)! (j +m)! (j −m)!
]1/2
×
∑
ν
(−1)ν [ (ja −ma − ν)! (j − jb +ma + ν)! (jb +mb − ν)!
× (j − ja −mb + ν)! ν! (ja + jb − j − ν)!
]−1
(3A-7a)
avec :
∆(a, b, c) =
[
(a+ b− c)! (a+ c− b)! (b+ c− a)!
(a+ b+ c+ 1)!
]1/2
· (3A-7b)
Cette fonction ∆ impose en particulier que les ine´galite´s triangulaires soient res-
pecte´es :
| a− b | ≤ c ≤ a+ b. (3A-7c)
Nous allons maintenant e´tablir l’expression ci-dessus en suivant le raisonnement de
Wigner. Nous montrerons que les deux formes obtenues c’est-a`-dire celle de Racah
et celle de Wigner, qui semblent diffe´rentes, sont en fait tout a` fait e´quivalentes.
En multipliant a` gauche la relation (3-30) par D(j)m′m
∗
(P ; γi), en inte´grant sur
tout le volume, en utilisant (1C-57) et en de´finissant
dγi = sin γ2 dγ2 dγ3dγ1 (3A-8)
on obtient :∫
D(ja)m′ama(P ; γi) D
(jb)
m′
b
mb
(P ; γi) D(j)m′m
∗
(P ; γi) dγi =
8π2
2j + 1
〈jam′a jbm′b | j m′〉 〈jama jbmb | j m〉. (3A-9)
L’ide´e de Wigner a e´te´ de calculer le second membre pour des valeurs particulie`res
de m′a, m
′
b et m
′ pour lesquelles le membre de gauche est relativement simple.
D’apre`s (1C-40a) et (1C-40b), les matrices de rotation re´duites d
(k)
q′ q(P ; γ) sont
particulie`rement simples lorsque q′ = k ou q′ = −k. Dans le premier cas la somme
sur x est re´duite au seul terme x = 0 tandis que dans le second, seule la valeur
x = k + q est permise :
d
(k)
k q (P ; γ) =
√
(2k)!
(k + q)! (k − q)! cos
k+q (γ/2) sink−q (γ/2) (3A-11a)
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et
d
(k)
−k q(P ; γ) = (−1)k+q
√
(2k)!
(k + q)! (k − q)! cos
k−q (γ/2) sink+q (γ/2). (3A-11b)
Suivant Wigner, nous allons supposer que 〈ja ja jb−jb | j ja − jb〉 est re´el et
positif. Il vient alors :
〈ja ja jb−jb | j ja − jb〉 〈jama jbmb | j m〉 =
2j + 1
8π2
∫
D(ja)jama(P ; γi) D
(jb)
−jbmb(P ; γi) D
(j)
ja−jbm
∗
(P ; γi) dγi
=
2j + 1
2
√
(2ja)!
(ja +ma)! (ja −ma)!
√
(2jb)!
(jb +mb)! (jb −mb)!
×
∑
x
(−1)x+jb+mb
√
(j +m)! (j −m)! (j + ja − jb)! (j + jb − ja)!
(j + jb − ja − x)! (j +m− x)!x! (x+ ja − jb −m)!
× ∫ π
0
cos2j+2jb+2ma−2x(γ/2) sin2ja−2ma+2x(γ/2) sin(γ/2)dγ
en utilisant sin γ = 2 sin(γ/2) cos(γ/2) et le re´sultat suivant valable pour p + 1
et q + 1 des nombres re´els positifs :
∫ pi
2
0
sinp u cosq u du =
(
p+ 1
2
− 1
)
!
(
q + 1
2
− 1
)
!
2
(
p+ q
2
)
!
avec q = 2j + 2jb + 2ma − 2x+ 1 et p = 2ja − 2ma + 2x+ 1, on trouve :
〈ja ja jb −jb | j ja − jb〉 〈jama jbmb | j m〉 =
(2j + 1)
√
(2ja)!
(ja +ma)! (ja −ma)!
√
(2jb)!
(jb +mb)! (jb −mb)!
×
∑
x
(−1)x+jb+mb
√
(j +m)! (j −m)! (j + ja − jb)! (j + jb − ja)!
(j + jb − ja − x)! (j +m− x)!x! (x+ ja − jb −m)!
× (ja −ma + x)! (j + jb +ma − x)!
(j + ja + jb + 1)!
=
2j + 1
(j + ja + jb + 1)!
√
(2ja)! (2jb)! (j + ja − jb)! (j + jb − ja)! (j +m)! (j −m)!
(ja +ma)! (ja −ma)! (jb +mb)! (jb −mb)!
×
∑
x
(−1)x+jb+mb (ja−ma+x)! (j+jb+ma−x)!
(j+ jb−ja−x)! (j+m−x)!x! (x+ja−jb−m)! · (3A-12)
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Dans le cas particulier ou` ma = ja et mb = −jb, on a :
〈ja ja jb −jb | j ja − jb〉2 =
(2j+1)(j+ja−jb)! (j+jb−ja)!
(j+ja+jb+1)!
∑
x
(−1)x (j+jb+ja−x)!
(j+jb−ja−x)!x! (j+ja−jb−x)!
=
(2j + 1)(j + ja − jb)!
(j + ja + jb + 1)!
∑
x
(−1)x (j + jb + ja − x)! (j + jb − ja)!
(j + jb − ja − x)!x! (j + ja − jb − x)!
=
(2j + 1)(j + ja − jb)!
(j + ja + jb + 1)!
∑
x
(−1)x
(
j + jb − ja
x
)
(j + jb + ja − x)!
(j + ja − jb − x)!
=
(2j + 1)(2ja)! (2jb)!
(j + ja + jb + 1)! (ja + jb − j)! (3A-13)
la dernie`re ligne e´tant obtenue a` l’aide de (AC3-9). On peut alors de´finir :
〈ja ja jb −jb | j ja − jb〉 =
√
(2j + 1)(2ja)! (2jb)!
(j + ja + jb + 1)! (ja + jb − j)! · (3A-14)
En remplac¸ant (3A-14) dans (3A-12), on trouve :
〈jama jbmb | j m〉 = δm ma+mb
√
(j + ja − jb)! (j + jb − ja)! (ja + jb − j)!
(j + ja + jb + 1)!
×
√
(2j + 1) (j +m)! (j −m)!
(ja +ma)! (ja −ma)! (jb +mb)! (jb −mb)!
×
∑
x
(−1)x+jb+mb (ja −ma + x)! (j + jb +ma − x)!
(j + jb − ja − x)! (j +m− x)!x! (x+ ja − jb −m)!
= δm ma+mb ∆(ja, jb, j)
√
(2j + 1) (j +m)! (j −m)!
(ja +ma)! (ja −ma)! (jb +mb)! (jb −mb)!
×
∑
x
(−1)x+jb+mb (ja −ma + x)! (j + jb +ma − x)!
(j + jb − ja − x)! (j +m− x)!x! (x+ ja − jb −m)! ·
(3A-15)
Cette relation repre´sente la forme explicite des C.G donne´e par Wigner. Nous
allons maintenant montrer l’e´quivalence avec la forme de´duite par Racah. Si on
utilise (AC3-10), on a :
〈jama jbmb | j m〉 =
δm ma+mb ∆(ja, jb, j)
√
(2j + 1) (j +m)! (j −m)!(ja +ma)! (jb −mb)!
(ja −ma)! (jb +mb)!
×
∑
xu
(−1)x+jb+mb (ja −ma + x)!
x! (x+ja−jb−m)!u! (ja+ma−u)! (jb−mb−u)! (j−ja+mb+u−x)! ·
(3A-16)
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Si on utilise (AC3-11), on obtient :
〈jama jbmb | j m〉 =
δm ma+mb (−1)j−ja−jb ∆(ja, jb, j)
√
2j + 1 S(ja,ma; jb,mb; j,m)
×
∑
u
(−1)u [u! (ja +ma − u)! (jb −mb − u)! (j − jb −ma + u)!
× (j − ja +mb + u)! (jb + ja − j − u)! ]−1 (3A-17a)
avec :
S(ja, ma; jb, mb; j, m) =√
(ja +ma)! (ja −ma)! (jb +mb)! (jb −mb)! (j +m)! (j −m)! . (3A-17b)
Il est clair que S est inchange´ lorsqu’on change les signes des composantes magne´-
tiques :
S(ja, ma; jb, mb; j, m) = S(ja, −ma; jb, −mb; j, −m). (3A-17c)
Si on de´finit
X(ja, ma; jb, mb; j) =
∑
u
(−1)u [u! (ja+ma−u)! (jb−mb−u)! (j− jb−ma+u)!
× (j − ja +mb + u)! (jb + ja − j − u)! ]−1 (3A-18)
on a :
〈jama jbmb | j m〉 = δm ma+mb (−1)j−ja−jb ∆(ja, jb, j)
×
√
2j + 1 S(ja,ma; jb,mb; j,m)X(ja, ma; jb, mb; j). (3A-19)
Si on fait le changement de variable t = ja+ jb− j −u dans X(ja, ma; jb, mb; j),
on obtient la relation de syme´trie :
X(ja, ma; jb, mb; j) = (−1)ja+jb−j X(ja, −ma; jb, −mb; j) (3A-20a)
avec explicitement :
X(ja, −ma; jb, −mb; j) =
∑
u
(−1)u [u! (ja−ma−u)! (jb+mb−u)! (j−jb+ma+u)!
× (j − ja −mb + u)! (jb + ja − j − u)! ]−1 (3A-20b)
ce qui donne :
〈jama jbmb | j m〉 = δm ma+mb ∆(ja, jb, j)
√
2j + 1 S(ja,ma; jb,mb; j,m)
×
∑
u
(−1)u [u! (ja −ma − u)! (jb +mb − u)! (j − jb +ma + u)!
× (j − ja −mb + u)! (jb + ja − j − u)! ]−1. (3A-21)
On retrouve exactement la forme donne´e par Racah (voir (3A-7a)).
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A.3. Relations de syme´trie et d’orthogonalite´
Relations de syme´trie
La premie`re relation de syme´trie est donne´e par (3A-17c) et (3A-20a) :
〈jama jbmb | j m〉 = (−1)ja+jb−j 〈ja−ma jb−mb | j−m〉. (3A-22)
D’apre`s leur de´finition, on a aussi
S(jb, mb; ja, ma; j, m) = S(ja, ma; jb, mb; j, m) (3A-17d)
et
X(ja, ma; jb, mb; j) = X(jb, −mb; ja, −ma; j). (3A-20b)
On en de´duit :
X(jb, mb; ja, ma; j) = X(ja, −ma; jb, −mb; j)
= (−1)ja+jb−j X(ja, ma; jb, mb; j). (3A-20c)
Les relations (3A-17d) et (3A-20c) entraˆıent alors :
〈jbmb jama | j m〉 = (−1)ja+jb−j 〈jama jbmb | j m〉· (3A-23)
Si on pose t = jb +mb − u dans X , on obtient :
X(ja, ma; jb, mb; j) = (−1)jb+mb X(j, m; jb, mb; ja) (3A-20d)
ce qui conduit a` :
〈jama jbmb | j m〉 = (−1)jb+mb
√
2j + 1
2ja + 1
〈j −m jbmb | ja −ma〉. (3A-24)
Finalement, si on pose t = ja −ma − u dans X , on obtient :
〈jama jbmb | j m〉 = (−1)ja−ma
√
2j + 1
2jb + 1
〈jama j −m | jb −mb〉. (3A-25)
Relations d’orthogonalite´
Rappelons les relations que nous avons obtenues dans le chapitre 3 :∑
j m
〈jam′a jbm′b | j m〉 〈jama jbmb | j m〉 = δm′ama δm′bmb (3A-26a)
∑
mamb
〈jama jbmb | j m〉 〈jama jbmb | j′m′〉 = δj′ j δm′m. (3A-26b)
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A.4. Valeurs particulie`res
(α) Un des moments angulaires est nul
〈0 0 jbmb | j m〉 = δj jb δmmb (3A-27)
〈jama 0 0 | j m〉 = δj ja δmma (3A-28)
〈jama jbmb | 0 0〉 = (−1)ja−ma
√
1
2jb + 1
δjb ja δmb −ma
= (−1)jb+mb
√
1
2ja + 1
δja jb δma −mb . (3A-29)
(β) ma = mb = 0
Si on pose 2js = ja + jb + j, on obtient
〈ja 0 jb 0 | j 0〉 =0 si ja + jb + j est impair(−1)js+j ˆ ∆(ja, jb, j) js!
(js − ja)! (js − jb)! (js − j)! si ja + jb + j est pair
(3A-30)
avec ˆ =
√
2j + 1.
A.5. Coefficients 3-j
Wigner a introduit les coefficients 3-j qui sont de´finis par :(
ja jb j
ma mb m
)
= (−1)jb+m−ja 1√
2j + 1
〈jama jbmb | j−m〉 (3A-31a)
ou encore(
ja jb j
ma mb −m
)
= (−1)jb−m−ja 1√
2j + 1
〈jama jbmb | j m〉. (3A-32b)
Inversement, on a :
〈jama jbmb | j m〉 = (−1)ja+m−jb
√
2j + 1
(
ja jb j
ma mb −m
)
(3A-33a)
et
〈jama jbmb | j−m〉 = (−1)ja−m−jb
√
2j + 1
(
ja jb j
ma mb m
)
. (3A-33b)
Les coefficients 3-j posse`dent les re`gles de syme´trie :(
ja jb j
ma mb m
)
est
(i) invariant dans une permutation circulaire des trois colonnes ;
(ii) multiplie´ par (−1)ja+jb+j lorsqu’on permute deux colonnes ;
(iii) multiplie´ par (−1)ja+jb+j lorsqu’on change les signes de ma, mb, m.
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A.6. Tables
Nous pre´sentons les tables de C.G pour jb = 1/2, 1, 3/2, et 2 dans les tableaux 1–4.
〈ja ma 12 mb | j m〉
j = mb = 1/2 mb = −1/2
ja +
1
2
ja+m+1/2
2ja+1
ja−m+1/2
2ja+1
ja − 12 −
ja−m+1/2
2ja+1
ja+m+1/2
2ja+1
Table 1. Expression alge´brique des C.G pour jb = 1/2.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for jb = 1/2.]
〈ja ma 1mb | j m〉
j = mb = 1 mb = 0 mb = −1
ja + 1
(ja+m)(ja+m+1)
(2ja+1)(2ja+2)
(ja−m+1)(ja+m+1)
(2ja+1)(ja+1)
(ja−m)(ja−m+1)
(2ja+1)(2ja+2)
ja − (ja+m)(ja−m+1)2ja(ja+1)
m√
ja(ja+1)
(ja−m)(ja+m+1)
2ja(ja+1)
ja − 1 (ja−m)(ja−m+1)2ja(2ja+1) −
(ja−m)(ja+m)
ja(2ja+1)
(ja+m)(ja+m+1)
2ja(2ja+1)
Table 2. Expression alge´brique des C.G pour jb = 1.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for jb = 1.]
〈ja ma 32 mb | j m〉
j = mb = 3/2 mb = 1/2
ja +
3
2
(ja+m−1/2)(ja+m+1/2)(ja+m+3/2)
(2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)
3(ja+m+1/2)(ja+m+3/2)(ja−m+3/2)
(2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)
ja +
1
2
− 3(ja+m−1/2)(ja+m+1/2)(ja−m+3/2)
2ja(2ja+1)(2ja+3)
−(ja − 3m + 32 )
ja+m+1/2
2ja(2ja+1)(2ja+3)
ja − 12
3(ja+m−1/2)(ja−m+1/2)(ja−m+3/2)
(2ja−1)(2ja+1)(2ja+2)
−(ja + 3m − 12 )
ja−m+1/2
(2ja−1)(2ja+1)(2ja+2)
ja − 32 −
(ja−m−1/2)(ja−m+1/2)(ja−m+3/2)
2ja(2ja−1)(2ja+1)
3(ja+m−1/2)(ja−m−1/2)(ja−m+1/2)
2ja(2ja−1)(2ja+1)
〈ja ma 32 mb | j m〉
j = mb = −1/2 mb = −3/2
ja +
3
2
3(ja−m+1/2)(ja+m+3/2)(ja−m+3/2)
(2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)
(ja−m−1/2)(ja−m+1/2)(ja−m+3/2)
(2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)
ja +
1
2
(ja + 3m +
3
2
) (ja−m+1/2)
2ja(2ja+1)(2ja+3)
3(ja−m−1/2)(ja−m+1/2)(ja+m+3/2)
2ja(2ja+1)(2ja+3)
ja − 12 −(ja − 3m − 12 )
(ja+m+1/2)
(2ja−1)(2ja+1)(2ja+2)
3(ja−m−1/2)(ja+m+1/2)(ja+m+3/2)
(2ja−1)(2ja+1)(2ja+2)
ja − 32 −
3(ja−m−1/2)(ja+m−1/2)(ja+m+1/2)
2ja(2ja−1)(2ja+1)
(ja+m−1/2)(ja+m+1/2)(ja+m+3/2)
2ja(2ja−1)(2ja+1)
Table 3. Expression alge´brique des C.G pour jb = 3/2.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for jb = 3/2.]
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〈ja ma 2mb | j m〉
j = mb = 2 mb = 1
ja + 2
q
(ja+m−1)(ja+m)(ja+m+1)(ja+m+2)
(2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)(2ja+4)
q
(ja−m+2)(ja+m+2)(ja+m+1)(ja+m)
(2ja+1)(ja+1)(2ja+3)(ja+2)
ja + 1 −
q
(ja+m−1)(ja+m)(ja+m+1)(ja−m+2)
2ja(ja+1)(ja+2)(2ja+1)
−(ja − 2m + 2)
q
(ja+m+1)(ja+m)
2ja(2ja+1)(ja+1)(ja+2)
ja
q
3(ja+m−1)(ja+m)(ja−m+1)(ja−m+2)
(2ja−1)2ja(ja+1)(2ja+3)
(1− 2m)
q
3(ja−m+1)(ja+m)
(2ja−1)ja(2ja+2)(2ja+3)
ja − 1 −
q
(ja+m−1)(ja−m)(ja−m+1)(ja−m+2)
2(ja−1)ja(ja+1)(2ja+1)
(ja + 2m− 1)
q
(ja−m+1)(ja−m)
(ja−1)ja(2ja+1)(2ja+2)
ja − 2
q
(ja−m−1)(ja−m)(ja−m+1)(ja−m+2)
(2ja−2)(2ja−1)2ja(2ja+1)
−
q
(ja−m+1)(ja−m)(ja−m−1)(ja+m−1)
(ja−1)(2ja−1)ja(2ja+1)
〈ja ma 2mb | j m〉
j = mb = 0
ja + 2
q
3(ja−m+2)(ja−m+1)(ja+m+2)(ja+m+1)
(2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)(ja+2)
ja + 1 m
q
3(ja−m+1)(ja+m+1)
ja(2ja+1)(ja+1)(ja+2)
ja
3m2−ja(ja+1)√
(2ja−1)ja(ja+1)(2ja+3)
ja − 1 −m
q
3(ja−m)(ja+m)
(ja−1)ja(2ja+1)(ja+1)
ja − 2
q
3(ja−m)(ja−m−1)(ja+m)(ja+m−1)
(2ja−2)(2ja−1)ja(2ja+1)
〈ja ma 2mb | j m〉
j = mb = −1 mb = −2
ja + 2
q
(ja−m+2)(ja+m+2)(ja−m+1)(ja−m)
(2ja+1)(ja+1)(2ja+3)(ja+2)
q
(ja−m−1)(ja−m)(ja−m+1)(ja−m+2)
(2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)(2ja+4)
ja + 1 (ja + 2m + 2)
q
(ja−m+1)(ja−m)
ja(2ja+1)(2ja+2)(ja+2)
q
(ja−m−1)(ja−m)(ja−m+1)(ja+m+2)
ja(2ja+1)(ja+1)(2ja+4)
ja (1 + 2m)
q
3(ja+m+1)(ja−m)
(2ja−1)ja(2ja+2)(2ja+3)
q
3(ja−m−1)(ja−m)(ja+m+1)(ja+m+2)
(2ja−1)ja(2ja+2)(2ja+3)
ja − 1 −(ja − 2m− 1)
q
(ja+m+1)(ja+m)
(ja−1)ja(2ja+1)(2ja+2)
q
(ja−m−1)(ja+m)(ja+m+1)(ja+m+2)
(ja−1)ja(2ja+1)(2ja+2)
ja − 2 −
q
(ja−m−1)(ja+m)(ja+m+1)(ja+m−1)
(ja−1)(2ja−1)ja(2ja+1)
q
(ja+m−1)(ja+m)(ja+m+1)(ja+m+2)
(2ja−2)(2ja−1)2ja(2ja+1)
Table 4. Expression alge´brique des C.G pour jb = 2.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for jb = 2.]
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Coefficients du binoˆme
Dans cette annexe, nous allons donner quelques formules utiles dans le de´veloppe-
ment de l’expression des coefficients de Clebsch-Gordan.
(α) Relations ge´ne´rales
Lorsque p et q sont positifs, on a :(
p
q
)
=
p!
q! (p− q)! · (AC3-1)
Si p est ne´gatif, la relation pre´ce´dente devient :(
p
q
)
= (−1)q (q − p− 1)!
q! (−p− 1)! = (−1)
q
(
q − p− 1
q
)
. (AC3-2)
Cette relation peut se de´montrer facilement en utilisant certaines proprie´te´s des
fonctions Γ . Par de´finition, on a :(
p
q
)
=
p!
q! (p− q)! =
(−p′)!
q! (−p′ − q)!
ou` nous avons pose´ p′ = −p. On peut maintenant tirer profit de la relation :
(−z)! = π
(z − 1)! sinπz
que l’on applique a` (−p′)! et a` (−p′ − q)!. Si on suppose que −p′ et q sont des
entiers, la relation cosπq = (−1)q ache`ve la de´monstration.
La seconde relation dont nous aurons besoin s’obtient en de´veloppant (1+x)p+q
(1 + x)p+q =
∑
v
(
p+ q
v
)
xp+q−v
= (1 + x)p (1 + x)q
=
∑
t
(
p
t
)
xp−t
∑
u
(
q
u
)
xq−u
=
∑
t u
(
p
t
) (
q
u
)
xp+q−t−u.
En posant v = t+ u, on obtient :∑
t
(
p
t
) (
q
v − t
)
=
(
p+ q
v
)
(AC3-3a)
cette relation s’e´crit explicitement :∑
t
p! q!
t! (p− t)! (v − t)! (q − v + t)! =
(p+ q)!
v! (p+ q − v)! · (AC3-3b)
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La relation (AC3-3b) peut encore s’e´crire∑
t
p! v!
t! (p− t)! (v − t)! (q − v + t)! =
(p+ q)!
q! (p+ q − v)! (AC3-3c)
ou encore :∑
t
1
t! (p− t)! (v − t)! (q − v + t)! =
(p+ q)!
p! q! v! (p+ q − v)! · (AC3-4)
Lorsque p est ne´gatif et | p |< q, en utilisant (AC3-2), l’e´galite´ (AC3-3) devient :∑
t
(−1)t (t− p− 1)! q!
t! (−p− 1)! (v − t)! (q − v + t)! =
(p+ q)!
v! (p+ q − v)! (AC3-5a)
ce qui est e´quivalent a` :∑
t
(−1)t (t− p− 1)!
t! (v − t)! (q − v + t)! =
(p+ q)! (−p− 1)!
q! v! (p+ q − v)! (AC3-5b)
en posant ρ = −p− 1 et λ = q − v, on a∑
t
(−1)t (t+ ρ)!
t! (v − t)! (λ+ t)! =
(λ+ v − ρ− 1)! ρ!
(λ+ v)! v! (λ− ρ− 1)! · (AC3-5c)
Lorsque p est ne´gatif et | p |> q, en utilisant (AC3-2) dans les membres de gauche
et de droite de l’e´galite´ (AC3-3) on obtient :∑
t
(−1)t (t− p− 1)! q!
t! (−p− 1)! (v − t)! (q − v + t)! = (−1)
v (v − p− q − 1)!
v! (−p− q − 1)! (AC3-6a)
ce qui est e´quivalent a` :∑
t
(−1)t (t− p− 1)!
t! (v − t)! (q − v + t)! = (−1)
v (v − p− q − 1)! (−p− 1)!
q! v! (−p− q − 1)! (AC3-6b)
en faisant les meˆmes changements de variable que pre´ce´demment ρ = −p − 1 et
λ = q − v, on a∑
t
(−1)t (t+ ρ)!
t! (v − t)! (λ+ t)! = (−1)
v (ρ− λ)! ρ!
(λ+ v)! v! (ρ− λ− 1)! · (AC3-6c)
(β) Application au calcul des C.G
D’apre`s (AC3-2) nous avons :( −2jb − 1
j + ja − jb − x
)
= (−1)j+ja−jb−x
(
j + ja + jb − x
j + ja − jb − x
)
= (−1)j+ja−jb−x (j + ja + jb − x)!
(2jb)! (j + ja − jb − x)!
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d’ou` :
(j + ja + jb − x)!
(j + ja − jb − x)! = (−1)
j+ja−jb−x (2jb)!
( −2jb − 1
j + ja − jb − x
)
. (AC3-7)
On en de´duit alors :
∑
x
(−1)x
(
j + jb − ja
x
)
(j + ja + jb − x)!
(j + ja − jb − x)! =
(−1)j+ja−jb (2jb)!
(
j + jb − ja
x
) ( −2jb − 1
j + ja − jb − x
)
= (−1)j+ja−jb (2jb)!
(
j − ja − jb − 1
j + ja − jb
)
(AC3-8)
la dernie`re ligne e´tant obtenue en appliquant (AC3-3a). Mais d’apre`s (AC3-2)
on a : (
j − ja − jb − 1
j + ja − jb
)
= (−1)j+ja−jb
(
2ja
j + ja − jb
)
ce qui donne finalement :
∑
x
(−1)x
(
j + jb − ja
x
)
(j + ja + jb − x)!
(j + ja − jb − x)! = (2jb)!
(
2ja
j + ja − jb
)
=
(2ja)! (2jb)!
(j + ja − jb)! (ja + jb − j)! ·
(AC3-9)
Si maintenant on pose p = ja + ma, q = j + jb − ja − x et v = jb − mb, la
relation (AC3-3c) devient :
(j + jb +ma − x)!
(j + jb − ja − x)! (j +m− x)! =∑
t
(ja +ma)! (jb −mb)!
t! (ja +ma − t)! (jb −mb − t)! (j − ja +mb − x+ t)! · (AC3-10)
Si on pose ρ = ja −ma, λ = ja − jb −m et v = j − ja +mb + u dans (AC3-6c),
on obtient :
∑
x
(−1)x (ja −ma + x)!
x! (j − ja +mb + u− x)! (ja − jb −m+ x)! =
(−1)j−ja+mb+u (ja −ma)! (jb +mb)!
(j − jb −ma + u)! (j − ja +mb + u)! (jb + ja − j − u)! ·
(AC3-11)
Ann. Phys. Fr. 26 • No 6 • 2001
Comple´ments au chapitre 3 133
B. Coefficients de recouplage
Nous avons vu dans le chapitre 3 que lorsqu’on couple trois ou quatre moments
cine´tiques, ce couplage peut se faire de plusieurs manie`res et on a e´te´ amene´
a` introduire une matrice unitaire pour passer d’un couplage a` l’autre. En plus
de ces e´le´ments de matrice, il existe dans la litte´rature d’autres coefficients qui
leur sont proportionnels dont nous donnerons la de´finition. Nous allons dans ce
comple´ment donner quelques proprie´te´s de l’ensemble de ces coefficients.
Nous ne donnerons pas toutes les re`gles de somme ou d’orthogonalite´ possibles
mais nous allons plutoˆt illustrer sur des exemples comment on peut proce´der pour
les de´terminer.
B.1. Couplage de 3 moments angulaires
Transformation unitaire
(A) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan
D’apre`s (3-46), on a :
| α ja (jb jc) jbc ; j m 〉 =∑
jabmambmabmc
〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 〈jama jbmb | jabmab〉
× 〈jabmab jcmc | j m〉 | αa jama 〉 | αb jbmb 〉 | αc jcmc 〉
=
∑
mambmbcmc
〈jama jbcmbc | j m〉 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉
× | αa jama 〉 | αb jbmb 〉 | αc jcmc 〉. (3B-1)
En multipliant cette e´galite´ par 〈 jam′aαa | 〈 jbm′bαb | 〈 jcm′cαc |, on obtient :∑
jabmab
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jabmab jcmc | j m〉
× 〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 =∑
mbc
〈jama jbcmbc | j m〉 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉. (3B-2)
Si on prend comme cas particulier ma = mb = mc = 0, on a :∑
jab
〈ja 0 jb 0 | jab 0〉〈jab 0 jc 0 | j 0〉〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j〉 =
〈ja 0 jbc 0 | j 0〉 〈jb 0 jc 0 | jbc 0〉. (3B-3)
En multipliant par
∑
mamb
〈jama jbmb | j′abm′ab〉 les deux membres de
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l’e´galite´ (3B-2) et en utilisant (3A-26b), on obtient :
〈jabmab jcmc | j m〉 〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 =∑
mambmbc
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉
× 〈jama jbcmbc | j m〉. (3B-4)
Multiplions les deux membres de cette e´galite´ par 〈jabmab jcmc | j m〉 et som-
mons sur mab et mc. On a alors :
〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 =∑
mambmc
∑
mabmbc
〈jabmab jcmc | j m〉 〈jama jbmb | jabmab〉
× 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉〈jama jbcmbc | j m〉 (3B-5a)
ou encore
〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 =
1
2j + 1
∑
mambmc
∑
mabmbcm
〈jabmab jcmc | j m〉 〈jama jbmb | jabmab〉
〈jbmb jcmc | jbcmbc〉〈jama jbcmbc | j m〉. (3B-5b)
D’une manie`re analogue, nous avons :
| α (ja jb) jab jc ; j m 〉 =∑
jbc
〈 ja (jb jc) jbc ; j | (ja jb) jab jc ; j 〉 | α ja (jb jc) jbc ; j m 〉 (3B-6)
avec :∑
jbcmbc
〈jbmb jcmc | jbcmbc〉 〈jama jbcmbc | j m〉
× 〈 ja (jb jc) jbc ; j | (ja jb) jab jc ; j〉 =∑
mab
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jabmab jcmc | j m〉 (3B-7)
∑
jbc
〈jb 0 jc 0 | jbc 0〉〈ja 0 jbc 0 | j 0〉〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 =
〈jab 0 jc 0 | j 0〉 〈ja 0 jb 0 | jab 0〉 (3B-8)
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et :
〈jama jbcmbc | j m〉 〈 ja (jb jc) jbc ; j | (ja jb) jab jc ; j〉 =∑
mbmcmab
〈jbmb jcmc | jbcmbc〉 〈jama jbmb | jabmab〉〈jabmab jcmc | j m〉.
(3B-9)
(B) Re`gles de somme
Nous avons vu plus particulie`rement par les relations (3-43) et (3-45) que les
coefficients qui de´terminent la matrice unitaire sont inde´pendants de m. On peut
alors e´crire pour toute valeur de m :
〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m 〉 = 〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j〉.
(3B-10)
On peut d’autre part introduire la relation de fermeture :∑
jac j′m′
| jb (ja jc) jac ; j′m′ 〉 〈 jb (ja jc) jac ; j′m′ |= 1 (3B-11)
ce qui conduit a` :
〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j〉 = 〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m 〉
=
∑
jac j′m′
〈 (ja jb) jab jc ; j m | jb (ja jc) jac ; j′m′ 〉
× 〈 jb (ja jc) jac ; j′m′ | ja (jb jc) jbc ; j m 〉
=
∑
jac
〈 (ja jb) jab jc ; j m | jb (ja jc) jac ; j m 〉
× 〈 jb (ja jc) jac ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m 〉 (3B-12)
mais on peut utiliser les relations de syme´trie (3A-23) :
〈 (ja jb) jab jc ; j m | jb (ja jc) jac ; j m 〉 =
(−1)ja+jb−jab 〈 (jb ja) jab jc ; j m | jb (ja jc) jac ; j m 〉
= (−1)ja+jb−jab 〈 (jb ja) jab jc ; j | jb (ja jc) jac ; j 〉 (3B-13)
et :
〈 jb (ja jc) jac ; j m | ja (jb jc) jbc ; j m 〉 =
(−1)jb+jc−jbc 〈 jb (ja jc) jac ; j m | ja (jc jb) jbc ; j m 〉
= (−1)jb+jac−j (−1)jb+jc−jbc 〈 (ja jc) jac jb ; j m | ja (jc jb) jbc ; j m 〉
= (−1)jb+jac−j (−1)jb+jc−jbc 〈 (ja jc) jac jb ; j | ja (jc jb) jbc ; j 〉 (3B-14)
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d’ou` :
〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) jbc ; j 〉 = (−1)ja+jb−jab (−1)jb+jc−jbc
×
∑
jac
(−1)jb+jac−j 〈 (jb ja) jab jc ; j | jb (ja jc) jac ; j 〉
× 〈 (ja jc) jac jb ; j | ja (jc jb) jbc ; j 〉. (3B-15)
(C) Relation d’orthogonalite´
Si on injecte la relation de fermeture∑
jab j′m′
| (ja jb) jab jc ; j′m′ 〉 〈 (ja jb) jab jc ; j′m′ |= 1 (3B-16)
on obtient :
δj
bc
j′
bc
= 〈 ja (jb jc) jbc ; j m | ja (jb jc) j′bc ; j m 〉
=
∑
jab
〈 ja (jb jc) jbc ; j m | (ja jb) jab jc ; j m 〉
× 〈 (ja jb) jab jc ; j m | ja (jb jc) j′bc ; j m 〉
=
∑
jab
〈 ja (jb jc) jbc ; j | (ja jb) jab jc ; j 〉
× 〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) j′bc ; j 〉 (3B-17)
c’est-a`-dire finalement, on a la relation d’orthogonalite´ :∑
jab
〈 ja (jb jc) jbc ; j | (ja jb) jab jc ; j 〉 〈 (ja jb) jab jc ; j | ja (jb jc) j′bc ; j 〉 = δjbc j′bc .
(3B-18)
(D) Valeurs particulie`res
〈 0 (jb jc) jbc ; j | (0 jb) jab jc ; j 〉 = δjbc j δjb jab (3B-19)
〈 ja (0 jc) jbc ; j | (ja 0) jab jc ; j 〉 = δjbc jc δjab ja (3B-20)
〈 ja (jb 0) jbc ; j | (ja jb) jab 0 ; j 〉 = δjbc jb δjab j (3B-21)
〈 ja (jb jc) jbc ; 0 | (ja jb) jab jc ; 0 〉 = δjab jc δjbc ja . (3B-22)
Coefficients de Racah
(A) De´finition et forme explicite
Les coefficients de Racah sont de´finis par :
〈 (jajb) jab jc ; j | ja (jbjc) jbc ; j 〉 =
√
(2jab + 1) (2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc).
(3B-23)
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Racah a donne´ une forme compacte pour le calcul de ces coefficients :
W (abcd; ef) = ∆(a, b, e) ∆(a, c, f) ∆(b, d, f) ∆(c, d, e)
×
∑
z
(−1)z (a+ b+ c+ d+ 1− z)!
×
[
z! (e+ f − a− d+ z)! (e+ f − b− c+ z)! (a+ b− e− z)!
×(c+ d− e− z)! (a+ c− f − z)! (b+ d− f − z)!
]−1
(3B-24)
ou` ∆(x, y, z) est de´fini par la relation (3A-7b). Si on convient de sche´matiser les
ine´galite´s triangulaires qui doivent eˆtre ve´rifie´es dans le coefficient de Racah par
le symbole ◦, on aura :
W (◦ ◦ · · ; ◦ · ) ; W (◦ · ◦ · ; · ◦) ; W (· ◦ · ◦ ; · ◦) ; W (· · ◦ ◦ ; ◦ ·).
(B) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan
Il suffit d’utiliser la de´finition des coefficients de Racah pour obtenir :∑
jabmab
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jabmab jcmc | j m〉
×
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =∑
mbc
〈jama jbcmbc | j m〉 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉. (3B-25)
Si on prend comme cas particulier ma = mb = mc = 0, on a :∑
jab
〈ja 0 jb 0 | jab 0〉 〈jab 0 jc 0 | j 0〉
×
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =
〈ja 0 jbc 0 | j 0〉 〈jb 0 jc 0 | jbc 0〉. (3B-26)
Les autres relations s’e´crivent :
〈jabmab jcmc | j m〉
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =∑
mambmbc
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉〈jama jbcmbc | j m〉
(3B-27)
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =∑
mambmc
∑
mabmbc
〈jabmab jcmc | j m〉 〈jama jbmb | jabmab〉
× 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉〈jama jbcmbc | j m〉 (3B-28a)
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ou encore, si on somme sur tous les indices magne´tiques :
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =
1
2j + 1
∑
mambmc
∑
mabmbcm
〈jabmab jcmc | j m〉 〈jama jbmb | jabmab〉
× 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉〈jama jbcmbc | j m〉. (3B-28b)
D’une manie`re analogue, nous avons :
∑
jbcmbc
〈jbmb jcmc | jbcmbc〉 〈jama jbcmbc | j m〉
×
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =∑
mab
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jabmab jcmc | j m〉 (3B-29)
∑
jbc
〈jb 0 jc 0 | jbc 0〉 〈ja 0 jbc 0 | j 0〉
×
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =
〈jab 0 jc 0 | j 0〉 〈ja 0 jb 0 | jab 0〉 (3B-30)
et :
〈jama jbcmbc | j m〉
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja jb j jc ; jab jbc) =∑
mbmcmab
〈jbmb jcmc | jbcmbc〉 〈jama jbmb | jabmab〉〈jabmab jcmc | j m〉.
(3B-31)
(C) Relations de syme´trie
Elles se de´duisent de la relation (3B-28b) en utilisant les proprie´te´s des C.G. Nous
allons en de´montrer trois, les autres se calculant par la meˆme me´thode. Posons
JA = ja, J = jb, JBC = jab, JC = jc, JAB = jbc, JB = j avec les projections sur
l’axe Oz correspondantes. On a alors :
ˆab ˆbc W (ja jb j jc ; jab jbc) = JˆBC JˆAB W (JA J JB JC ;JBC JAB)
=
1
2JB + 1
∑
〈JBC MBC JC MC | JBMB〉 〈JAMA J M | JBC MBC〉
× 〈J M JC MC | JABMAB〉〈JAMA JABMAB | JBMB〉.
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Si on utilise les relations (3A-24) et (3A-25), le membre de droite s’e´crit :
1
2J + 1
∑
〈JAB −MAB JC MC | J −M〉 〈JAMA JB −MB | JABM−AB〉
× 〈JB −MB JC MC | JBC −MBC〉〈JAMA JBC −MBC | J −M〉 =√
(2JAB + 1)(2JBC + 1) W (JA JB J JC ;JAB JBC)
=
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (ja j jb jc ; jbc jab)
c’est-a`-dire que l’on peut permuter les deux termes du milieu a` gauche du point
virgule et les deux termes de droite sans changer la valeur du coefficient de Racah.
Si on pose maintenant JB = ja, JA = jb, JC = j, J = jc, JAB = jab et
JBC = jbc, il vient :
ˆab ˆbc W (ja jb j jc ; jab jbc) = JˆAB JˆBC W (JB JA JC J ;JAB JBC)
=
1
2JC + 1
∑
〈JAB MAB J M | JC MC〉 〈JB MB JAMA | JABMAB〉
× 〈JAMA J M | JBC MBC〉〈JBMB JBC MBC | JC MC〉.
Avec (3A-22), (3A-24) et (3A-25), le membre de droite devient e´gal a` :
1
2J + 1
∑
〈JABMAB JC −MC | J −M〉 〈JAMA JBMB | JABMAB〉
× 〈JAMA JBC −MBC | J −M〉〈JB MB JC −MC | JBC −MBC〉 =√
(2JAB + 1)(2JBC + 1) W (JA JB J JC ;JAB JBC)
=
√
(2jab + 1)(2jbc + 1) W (jb ja jc j ; jab jbc).
Cette e´galite´ signifie qu’on peut permuter a` gauche du point virgule les deux
premiers moments angulaires entre eux et les troisie`mes et quatrie`mes moments
cine´tiques entre eux. Il existe d’autres relations analogues qui ne concernent que
les permutations des moments angulaires de la partie gauche du coefficient de
Racah. Elles sont donne´es dans la relation (3B-32). La dernie`re relation que nous
allons de´montrer est la conse´quence du passage du couple du milieu du terme de
gauche vers la droite du point virgule. Pour cela, posons successivement JA = ja,
JAB = jb, JBC = j, JC = jc, JB = jab et J = jbc. On a alors
ˆab ˆbc W (ja jb j jc ; jab jbc) = JˆB Jˆ W (JA JAB JBC JC ;JB J)
=
1
2JBC + 1
∑
〈JBMB JC MC | JBC MBC 〉〈JAMA JABMAB | JBMB〉
× 〈JAB MAB JC MC | J M〉〈JAMA J M | JBC MBC〉.
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Le membre de droite devient e´gal a` :√
(2JB + 1) (2J + 1)
(2JAB + 1) (2JBC + 1)
(−1)JAB+JBC−JB−J
× 1
2J + 1
∑
〈JBMB JC MC | JBC MBC 〉〈JA−MA JBMB | JABMAB〉
× 〈JABMAB JC MC | J M〉〈JA−MA JBC MBC | J M〉 =√
(2JB + 1) (2J + 1)
(2JAB + 1) (2JBC + 1)
(−1)JAB+JBC−JB−J JˆAB JˆBC W (JA JB J JC ;JAB JBC)
= JˆB Jˆ (−1)JAB+JBC−JB−J W (JA JB J JC ;JAB JBC).
Soit finalement
W (ja jb j jc ; jab jbc) = (−1)jb+j−jab−jbc W (ja jab jbc jc ; jb j).
L’ensemble des re´sultats est donne´ dans la relation (3B-32) :
W (abcd; ef) = W (badc; ef) = W (cdab; ef) = W (acbd; fe)
= (−1)b+c−e−f W (aefd; bc). (3B-32)
(D) Relations d’orthogonalite´
Si on utilise (3B-18) et la relation (3B-23) qui de´finit les coefficients de Racah, on
obtient : ∑
e
(2e+ 1)(2f + 1)W (abcd; ef)W (abcd; eg) = δf g (3B-33)
(E) Re`gles de somme
La premie`re re`gle de somme se de´duit de (3B-15) :
W (abcd; ef) =
∑
g
(−1)b+g−c (2g + 1)W (gabf ; dc)W (gdbe; ac). (3B-34)
Il existe d’autres relations dont nous ne donnerons pas la de´monstration :
W (abcd; ef)W (abgh; ei) =
∑
j
(2j + 1)W (jgfa; ci)W (jdib;hf)W (jgde; ch)
=
∑
j k
(2j + 1) (2k + 1)
×W (cifg; ka)W (cijb; kh)W (gfjb; kd)W (cdhg; ej).
(3B-35)
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(F) Valeurs particulie`res
W (0bcd; ef) =
√
1
(2b+ 1) (2c+ 1)
δb e δc f ( | b− c |≤ d ≤ b+ c ) (3B-36a)
W (abcd; 0f) =
(−1)a+c−f√
(2a+ 1)(2c+ 1)
δa b δc d ( | a− c |≤ f ≤ a+ c ) (3B-36b)
(G) Tables pour e = 1/2 et e = 1
W (a a+ 1/2 b b+ 1/2 ; 1/2 c) = (−1)a+b−c
√
(a+ b+ c+ 2)(a+ b− c+ 1)
(2a+ 1)(2a+ 2)(2b+ 1)(2b+ 2)
W (a a+ 1/2 b b− 1/2 ; 1/2 c) = (−1)a+b−c
√
(a− b+ c+ 1)(c− a+ b)
(2a+ 1)(2a+ 2)2b(2b+ 1)
Table 5. Expression alge´brique des coefficients de Racah pour e = 1/2.
[Algebraic formula for the Racah coefficients for e = 1/2.]
W (a a+ 1 b b+ 1 ; 1 c) =
(−1)a+b−c
√
(a+ b+ c+ 3)(a+ b+ c+ 2)(a+ b− c+ 2)(a+ b− c+ 1)
4(2a+ 3)(a+ 1)(2a+ 1)(2b+ 3)(2b+ 1)(b+ 1)
W (a a+ 1 b b ; 1 c) =
(−1)a+b−c
√
(a+ b+ c+ 2)(a− b+ c+ 1)(a+ b− c+ 1)(c− a+ b)
4(2a+ 3)(a+ 1)(2a+ 1)b(b+ 1)(2b+ 1)
W (a a+ 1 b b− 1 ; 1 c) =
(−1)a+b−c
√
(c− a+ b)(c− a+ b− 1)(a− b+ c+ 2)(a− b+ c+ 1)
4(2a+ 3)(a+ 1)(2a+ 1)(2b− 1)b(2b+ 1)
W (a a b b ; 1 c) = (−1)a+b−c−1 a(a+ 1) + b(b+ 1)− c(c+ 1)√
4a(a+ 1)(2a+ 1)b(b+ 1)(2b+ 1)
Table 6. Expression alge´brique des coefficients de Racah pour e = 1.
[Algebraic formula for the Racah coefficients for e = 1.]
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Coefficients de Jahn
(A) De´finition
Ces coefficients sont de´finis par :
〈 (jajb) jab jc ; j | ja (jbjc) jbc ; j 〉 = U(ja jb j jc ; jab jbc). (3B-37)
La relation entre ces derniers et les coefficients de Racah est particulie`rement
simple :
U(abcd; ef) =
√
(2e+ 1) (2f + 1) W (abcd; ef) (3B-38)
ce qui permet de sche´matiser les ine´galite´s triangulaires par :
U(◦ ◦ · · ; ◦ · ) ; U(◦ · ◦ · ; · ◦) ; U(· ◦ · ◦ ; · ◦) ; U(· · ◦ ◦ ; ◦ ·).
(B) Syme´trie
U(abcd; ef) = U(badc; ef) = U(cdab; ef) = U(dcba; ef) = U(acbd; fe)
= (−1)e+f−a−d
√
(2e+ 1) (2f + 1)
(2a+ 1) (2d+ 1)
U(ebcf ; ad). (3B-38)
(C) Orthogonalite´ ∑
f
U(abcd; ef)U(abcd; gf) = δe g. (3B-39)
(D) Re`gles de somme
∑
b
√
2b+ 1
2c+ 1
U(adda; bc) = 1 (3B-40)
∑
d
(−1)b−a−d
√
2b+ 1
(2a+ 1) (2d+ 1)
U(adad; bc) = δc 0 (3B-41)∑
f
(−1)e+f+g U(abcd; ef) U(adcb; gf) = (−1)a+b+c+d U(abdc; eg) (3B-42)
U(abcd; ef) U(afgh; cj) =
∑
k
U(dbhj; fk) U(dehg; ck) U(abgk; ej). (3B-43)
(E) Valeurs particulie`res
U(0bcd; ef) = δb e δc f ( | b− c |≤ d ≤ b+ c ) (3B-44)
U(abcd; 0f) =
√
2f + 1
(2a+ 1) (2c+ 1)
(−1)a+c−f δa b δc d ( | a− c |≤ f ≤ a+ c ).
(3B-45)
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Coefficients 6-j
(A) De´finition
Ces coefficients 6-j sont de´finis par :{
a b e
d c f
}
= (−1)a+b+c+d W (abcd; ef). (3B-46)
Les ine´galite´s triangulaires qui doivent eˆtre satisfaites pourront eˆtre sche´matise´es
ainsi : {
◦ ◦ ◦
· · ·
}
;
{
◦ · ·
· ◦ ◦
}
;
{· ◦ ·
◦ · ◦
}
;
{· · ◦
◦ ◦ ·
}
·
(B) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan
Les relations que nous avons obtenues avec les coefficients de Racah s’e´crivent
alors :∑
jabmab
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jabmab jcmc | j m〉
× (−1)ja+jb+jc+j
√
(2jab + 1)(2jbc + 1)
{
ja jb jab
jc j jbc
}
=∑
mbc
〈jama jbcmbc | j m〉 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉 (3B-47)
∑
jab
〈ja 0 jb 0 | jab 0〉 〈jab 0 jc 0 | j 0〉
× (−1)ja+jb+jc+j
√
(2jab + 1)(2jbc + 1)
{
ja jb jab
jc j jbc
}
=
〈ja 0 jbc 0 | j 0〉 〈jb 0 jc 0 | jbc 0〉 (3B-48)
〈jabmab jcmc | j m〉 (−1)ja+jb+jc+j
√
(2jab + 1)(2jbc + 1)
{
ja jb jab
jc j jbc
}
=∑
mambmbc
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉
× 〈jama jbcmbc | j m〉 (3B-49)
(−1)ja+jb+jc+j
√
(2jab + 1)(2jbc + 1)
{
ja jb jab
jc j jbc
}
=∑
mambmc
∑
mabmbc
〈jabmab jcmc | j m〉 〈jama jbmb | jabmab〉
× 〈jbmb jcmc | jbcmbc〉〈jama jbcmbc | j m〉 (3B-50)
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∑
jbcmbc
〈jbmb jcmc | jbcmbc〉 〈jama jbcmbc | j m〉
× (−1)ja+jb+jc+j
√
(2jab + 1)(2jbc + 1)
{
ja jb jab
jc j jbc
}
=∑
mab
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jabmab jcmc | j m〉 (3B-51)
∑
jbc
〈jb 0 jc 0 | jbc 0〉 〈ja 0 jbc 0 | j 0〉
× (−1)ja+jb+jc+j
√
(2jab + 1)(2jbc + 1)
{
ja jb jab
jc j jbc
}
=
〈jab 0 jc 0 | j 0〉 〈ja 0 jb 0 | jab 0〉 (3B-52)
〈jama jbcmbc | j m〉 (−1)ja+jb+jc+j
√
(2jab + 1)(2jbc + 1)
{
ja jb jab
jc j jbc
}
=∑
mbmcmab
〈jbmb jcmc | jbcmbc〉 〈jama jbmb | jabmab〉〈jabmab jcmc | j m〉.
(3B-53)
(C) Syme´tries
Le symbole 6-j est invariant lorsque
(i) on permute ses colonnes ;
(ii) on e´change deux e´le´ments de la premie`re ligne avec les e´le´ments qui leur
correspondent dans la deuxie`me ligne.
(D) Valeurs particulie`res
{
a b 0
d c f
}
=
{
a c f
d b 0
}
= (−1)a+c+f δa b δd c√
(2a+ 1) (2c+ 1)
( | a− c |≤ f ≤ a+ c ). (3B-54)
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B.2. Couplage de 4 moments angulaires
Transformation unitaire
(A) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan
Reprenons la de´finition du coefficient de recouplage (3-57a) :
| α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉 =∑
jab jcd
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉
× | α (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m 〉. (3B-55)
Dans les deux membres de la relation ci-dessus, on exprime l’ e´tat propre de J2 et
Jz comme une combinaison line´aire des vecteurs propres des ope´rateurs J
2
i et Jiz :
| α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉 =∑
jab jcd
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉
×
∑
mambmcmd
∑
mabmcd
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jcmc jdmd | jcdmcd〉
× 〈jabmab jcdmcd | j m〉 | jama 〉 | jbmb 〉 | jcmc 〉 | jdmd 〉
=
∑
mambmcmd
∑
macmbd
〈jama jcmc | jacmac〉 〈jbmb jdmd | jbdmbd〉
× 〈jacmac jbdmbd | j m〉 | jama 〉 | jbmb 〉 | jcmc 〉 | jdmd 〉. (3B-56)
En multipliant par 〈 jam′a | 〈 jbm′b | 〈 jcm′c | 〈 jdm′d | les deux membres de
cette dernie`re relation, on obtient :∑
jab jcd
∑
mabmcd
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉
× 〈jama jbmb | jabmab〉 〈jcmc jdmd | jcdmcd〉〈jabmab jcdmcd | j m〉 =∑
macmbd
〈jama jcmc | jacmac〉 〈jbmb jdmd | jbdmbd〉〈jacmac jbdmbd | j m〉.
(3B-57)
En multipliant cette e´galite´ par 〈jama jbmb | jabmab〉 et en sommant sur ma et
mb, on trouve :∑
jcdmcd
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉
× 〈jcmc jdmd | jcdmcd〉 〈jabmab jcdmcd | j m〉 =∑
mambmacmbd
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jama jcmc | jacmac〉
× 〈jbmb jdmd | jbdmbd〉 〈jacmac jbdmbd | j m〉. (3B-58)
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Par un calcul analogue, on obtient :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 〈jabmab jcdmcd | j m〉 =∑
mambmcmd
∑
macmbd
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jcmc jdmd | jcdmcd〉
× 〈jama jcmc | jacmac〉〈jbmb jdmd | jbdmbd〉 〈jacmac jbdmbd | j m〉.
(3B-59)
Finalement, en multipliant cette e´galite´ par 〈jabmab jcdmcd | j m〉 et en sommant
sur mab et mcd, on trouve :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =∑
mambmcmd
∑
macmbdmabmcd
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jcmc jdmd | jcdmcd〉
× 〈jama jcmc | jacmac〉 〈jbmb jdmd | jbdmbd〉
× 〈jabmab jcdmcd | j m〉 〈jacmac jbdmbd | j m〉. (3B-60)
Cette e´galite´ peut aussi s’e´crire en sommant sur tous les indices magne´tiques :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =
1
2j + 1
∑
mambmcmd
∑
macmbdmabmcdm
〈jama jbmb | jabmab〉
× 〈jcmc jdmd | jcdmcd〉〈jama jcmc | jacmac〉 〈jbmb jdmd | jbdmbd〉
× 〈jabmab jcdmcd | j m〉 〈jacmac jbdmbd | j m〉. (3B-61)
Si on multiplie la relation (3B-59) par 〈jacm′ac jbdm′bd | j m〉, et si on somme sur
j et m, en utilisant (3A-26a), on obtient∑
j m
〈jabmab jcdmcd | j m〉 〈jacmac jbdmbd | j m〉
× 〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =∑
mambmcmd
〈jama jbmb | jabmab〉 〈jcmc jdmd | jcdmcd〉
× 〈jama jcmc | jacmac〉 〈jbmb jdmd | jbdmbd〉. (3B-62)
(B) Relations d’orthogonalite´
Par de´finition, nous avons :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j m | (jajb) j′ab (jcjd) j′cd ; j m 〉 =
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajb) j′ab (jcjd) j′cd ; j 〉 = δj′ab jab δj′cd jcd . (3B-63)
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Si on injecte la relation de fermeture (3-55) :∑
jac jbd j m
| α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m 〉 〈α (jajc) jac (jbjd) jbd ; j m | = 1
(3B-64)
on a la relation d’orthogonalite´ :∑
jac jbd
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉
× 〈 (jajc) jac (jbjd) jbd ; j | (jajb) j′ab (jcjd) j′cd ; j 〉 = δj′ab jab δj′cd jcd . (3B-65)
(C) Re`gle de somme
On utilise la relation de fermeture (3B-64) :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajd) jad (jbjc) jbc ; j 〉 =∑
jac jbd
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉
× 〈 (jajc) jac (jbjd) jbd ; j | (jajd) jad (jbjc) jbc ; j 〉. (3B-66)
(D) Contraction
Nous partons de l’e´galite´ (3B-61) et plus particulie`rement du membre de droite.
En utilisant (3B-2), on a :∑
m
〈jabmab jcdmcd | j m〉 〈jacmac jbdmbd | j m〉 =√
2j + 1
2jcd + 1
(−1)jac+jbd+jab−jcd (−1)jab−mab
×
∑
m
〈jab−mab j m | jcdmcd〉 〈jbdmbd jacmac | j m〉
=
√
2j + 1
2jcd + 1
(−1)jac+jbd+jab−jcd
∑
j′′
〈 (jab jbd) j′′ jac ; jcd | jab (jbd jac) j ; jcd 〉
×
∑
m′′
(−1)jab−mab 〈jab−mab jbdmbd | j′′m′′〉 〈j′′m′′ jacmac | jcdmcd〉.
D’apre`s (3B-4), on a :∑
mabmbmbd
(−1)jab−mab 〈jab−mab jbdmbd | j′′m′′〉
× 〈jama jbmb | jabmab〉 〈jbmb jdmd | jbdmbd〉 =√
2jab + 1
2ja + 1
(−1)jab+jb−ma 〈 (jab jb) ja jd ; j′′ | jab (jb jd) jbd ; j′′ 〉
× 〈ja−ma jdmd | j′′m′′〉
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puis en utilisant (3B-5b) :∑
m′′mamcmdmacmcd
〈jcmc jdmd | jcdmcd〉 〈jama jcmc | jacmac〉(−1)−ma
× 〈ja−ma jdmd | j′′m′′〉 〈j′′m′′ jacmac | jcdmcd〉 =
(−1)ja+jc+jd−jcd
√
2j′′ + 1
2jd + 1
∑
mcd
〈 (j′′ ja) jd jc ; jcd | j′′ (ja jc) jac ; jcd 〉
= (−1)ja+jc+jd−jcd
√
2j′′ + 1
2jd + 1
(2jcd + 1)〈 (j′′ ja) jd jc ; jcd | j′′ (ja jc) jac ; jcd 〉.
Finalement, on trouve :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =
(−1)ja+jb+jab (−1)jc+jd+jcd (−1)jac+jbd+jab+jcd
√
(2jcd + 1) (2jab + 1)
(2j + 1) (2ja + 1) (2jd + 1)
×
∑
j′′
√
2j′′ + 1 〈 (jab jbd) j′′ jac ; jcd | jab (jbd jac) j ; jcd 〉
× 〈 (jab jb) ja jd ; j′′ | jab (jb jd) jbd ; j′′ 〉 〈 (j′′ ja) jd jc ; jcd | j′′ (ja jc) jac ; jcd 〉.
(3B-67)
(E) Relations de syme´trie
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =
〈 (jajc) jac (jbjd) jbd ; j | (jajb) jab (jcjd) jcd ; j 〉. (3B-68)
D’apre`s les relations de syme´trie des C.G, on a aussi :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =
(−1)jab+jcd−j (−1)ja+jc−jac (−1)jb+jd−jbd
× 〈 (jcjd) jcd (jajb) jab ; j | (jcja) jac (jdjb) jbd ; j 〉
= (−1)ja+jb+jc+jd (−1)jab+jcd+jac+jbd+j
× 〈 (jcjd) jcd (jajb) jab ; j | (jcja) jac (jdjb) jbd ; j 〉. (3B-69)
(F) Valeurs particulie`res
Nous partons de l’e´galite´ (3B-60). Lorsque un des moments angulaires est nul, on
a les relations :
〈 (0jb) jab (jcjd) jcd ; j | (0jc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =
(−1)jc+jbd−j (−1)jd+jc−jcd δjab jb δjac jc 〈 (jb jd) jbd jc ; j | jb (jd jc) jcd ; j 〉
(3B-70)
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〈 (ja0) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (0jd) jbd ; j 〉 =
〈 (jajc) jac (0jd) jd ; j | (ja0) jab (jcjd) jbd ; j 〉
= δjab ja δjbd jd 〈 (ja jc) jac jd ; j | ja (jc jd) jcd ; j 〉. (3B-71)
Lorsque les moments cine´tiques interme´diaire ou total sont nuls, on a des relations
supple´mentaires :
〈 (jajb) 0 (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =
〈 (jajc) jac (jbjd) jbd ; j | (jajb) 0 (jcjd) jcd ; j 〉
= δj jcd δjb ja δjbd jad (−1)jc−jd+jad−jac
√
2jad + 1
(2ja + 1) (2jd + 1)
× 〈 (jc ja) jac jad ; jcd | jc (jc jad) jd ; jcd 〉 (3B-72)
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; 0 | (jajc) jac (jbjd) jbd ; 0 〉 =
δjcd jab δjbd jac
√
1
(2jab + 1) (2jac + 1)
×
∑
mambmcmdmabmac
(−1)jab−mab (−1)jac−mac 〈jama jbmb | jabmab〉
× 〈jcmc jdmd | jab−mab〉〈jama jcmc | jacmac〉 〈jbmb jdmd | jac−mac〉.
D’apre`s (3B-2) :
∑
mab
(−1)jab−mab 〈jama jbmb | jabmab〉 〈jcmc jdmd | jab−mab〉 =√
2jab + 1
2jd + 1
(−1)jab+jc+md
×
∑
j′acm
′
ac
〈jcmc jama | j′acm′ac〉 〈j′acm′ac jbmb | jd−md〉
× 〈 (jc ja) j′ac jb ; jd | jc (ja jb) jab ; jd 〉
=
√
2jab + 1 (−1)jab−ja+jb (−1)jb+jd−jac
×
∑
j′acm
′
ac
(−1)jac−m′ac√
2j′ac + 1
〈 (jc ja) j′ac jb ; jd | jc (ja jb) jab ; jd 〉
× 〈jama jcmc | j′acm′ac〉 〈jbmb jdmd | j′ac−m′ac〉
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d’apre`s (3A-26b) :∑
mambmcmd
〈jama jcmc | j′acm′ac〉 〈jama jcmc | jacmac〉
× 〈jbmb jdmd | j′ac−m′ac〉〈jbmb jdmd | jac−mac〉 = δj′ac jacδm′acmac
ce qui donne finalement :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; 0 | (jajc) jac (jbjd) jbd ; 0 〉 =
δjcd jab δjbd jac (−1)jab+jb−ja (−1)jb+jd−jac 〈 (jc ja) jac jb ; jd | jc (ja jb) jab ; jd 〉.
(3B-73)
Coefficients 9-j
(A) De´finition
Ils sont de´finis a` partir des coefficients de recouplage par :
〈 (jajb) jab (jcjd) jcd ; j | (jajc) jac (jbjd) jbd ; j 〉 =√
(2jab + 1) (2jcd + 1) (2jac + 1) (2jbd + 1)

ja jb jab
jc jd jcd
jac jbd j
 · (3B-74)
(B) Relations de syme´trie
Le coefficient 9-j est invariant lorsqu’on e´change les lignes et les colonnes (syme´trie
par rapport a` une diagonale) ou lorsqu’on effectue une permutation circulaire des
lignes ou des colonnes. Ce coefficient est multiplie´ par (−1)s ou` s = ja + jb +
jab + jc + jd + jcd+ jac + jbd + j lorsqu’on permute deux lignes ou deux colonnes.
(C) Relation d’orthogonalite´
∑
jab jcd
(2jab + 1) (2jcd + 1)
 ja jb jabjc jd jcd
jac jbd j

 ja jb jabjc jd jcd
j′ac j
′
bd j
 =
δj′ac jac δj′bd jbd
(2jac + 1) (2jbd + 1)
· (3B-75)
(D) Re`gle de somme
∑
j k
(−1)2e+k−f−h (2j+1) (2k+1)
a b ce d f
j k i

a e jd b k
g h i
 =
a b cd e f
g h i
 · (3B-76)
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(E) Contraction de coefficients de Racah

a b c
d e f
g h i
 = ∑
k
(2k + 1)W (aidh; kg)W (bfhd; ke)W (aibf ; kc) (3B-77)
∑
c
(2c+ 1)W (aibf ; kc)

a b c
d e f
g h i
 = W (aidh; kg)W (bfhd; ke) (3B-78)
∑
c e
(2c+1) (2e+1)W (aibf ; kc)W (bfhd; ke)

a b c
d e f
g h i
 = W (aidh; kg) (3B-79)
W (ghjk; il)

a b c
d e f
g h i
 =∑
s t
(2s+ 1) (2t+ 1)W (cfjk; is)
×W (desk; ft)W (belk;ht)

a b c
d t s
g l j
 · (3B-80)
(F) Valeur particulie`re

a b c
d e f
g h 0
 = δc f δg h (−1)c+g−a−e√(2c+ 1) (2g + 1) W (abde; cg). (3B-81)
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Ope´rateur tensoriel irre´ductible
Nous avons introduit dans le chapitre 1 la notion d’ope´rateur tensoriel irre´duc-
tible. Ici, nous allons e´tablir certaines proprie´te´s de ces ope´rateurs qui sont tre`s
utiles en particulier dans le calcul de certaines grandeurs physiques dans diffe´rents
proble`mes de me´canique quantique.
1. Ope´rateurs vectoriels
Nous avons vu dans le chapitre 1 comment se transforment les composantes d’un
ope´rateur vectoriel. Dans ce chapitre nous allons voir comment ces lois de trans-
formation peuvent se traduire par des relations de commutation avec l’ope´rateur
moment cine´tique J.
Conside´rons une rotation infinite´simale dγ autour de l’axe Oz. Par de´finition,
nous avons :
Vˆx → Rˆp Vˆx Rˆp† = e ih¯dγ Jz Vˆx e− ih¯dγ Jz . (4-1)
Un de´veloppement au premier ordre donne :
Rˆp Vˆx Rˆp
†
=
(
1 +
i
h¯
dγ Jz
)
Vˆx
(
1− i
h¯
dγ Jz
)
= Vˆx +
i
h¯
dγ [Jz, Vˆx ]. (4-2)
Mais par de´finition
Vˆn = Vˆ · n (4-3)
avec nx = 1, ny = nz = 0. La loi de transformation des observables vectorielles
s’e´crit aussi (1-55) :
Vˆn → Vˆ · n′
avec (1B-15a) : n
′
x′
n′y′
n′z′
 =
 1 dγ 0−dγ 1 0
0 0 1

10
0
 (4-4)
ce qui donne :
Vˆx → Vˆx − dγ Vˆy. (4-5)
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En e´galant les relations (4-2) et (4-5), on a :
[Jz, Vˆx ] = ih¯ Vˆy. (4-6)
Dans la meˆme rotation, nous aurons :
Rˆp Vˆy Rˆp
†
= Vˆy +
i
h¯
dγ [Jz , Vˆy ] (4-7)
et n
′
x′
n′y′
n′z′
 =
 1 dγ 0−dγ 1 0
0 0 1

01
0
 (4-8)
ce qui donne :
Vˆy → Vˆy + dγ Vˆx (4-9)
et qui conduit a` la relation de commutation :
[Jz, Vˆy ] = −ih¯ Vˆx. (4-10)
Enfin, on peut montrer de la meˆme fac¸on que l’on a aussi :
[Jz, Vˆz ] = 0. (4-11)
On peut ge´ne´raliser les relations pre´ce´dentes en conside´rant une rotation infinite´-
simale dγ autour de l’axe quelconque u. On a alors ((1B-15a) et (1-13)) :n
′
x′
n′y′
n′z′
 =
 1 uzdγ −uydγ−uzdγ 1 uxdγ
uydγ −uxdγ 1

nxny
nz
 (4-12)
et :
Vˆ · n′ = Vˆx [nx + dγ (uzny − uynz) ]
+Vˆy [ny + dγ (uxnz − uznx) ]
+Vˆz [nz + dγ (uynx − uxny) ] (4-13)
ou encore sous forme vectorielle :
Vˆ · n → Vˆ · n + dγ Vˆ · (n ∧ u). (4-14)
D’autre part :
Rˆp Vˆ · n Rˆp† =
(
1 +
i
h¯
dγ J · u
)
Vˆ · n
(
1− i
h¯
dγ J · u
)
= Vˆ · n + i
h¯
dγ [ (J · u), ( Vˆ · n) ] . (4-15)
Des relations (4-14) et (4-15), on de´duit :
[ (J · u), ( Vˆ · n) ] = ih¯ Vˆ · (u ∧ n) . (4-16)
En particulier, si dans cette dernie`re relation on remplace Vˆ par J, on retrouve
les relations de commutation caracte´ristiques du moment cine´tique.
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2. De´finition de Racah des ope´rateurs tensoriels
irre´ductibles
Par de´finition, nous avons :
T lm → Rˆp T lm Rˆp
†
=
∑
m′
〈 l m′ | Rˆp | l m 〉 T lm′ . (4-17)
Conside´rons une rotation infinite´simale dγ autour de l’axe Oz. L’ope´rateur quan-
tique s’e´crit Rˆp = 1 + (i/h¯)dγ Jz et le membre de gauche de la relation (4-17)
devient :
Rˆp T
l
m Rˆp
†
= T lm +
i
h¯
dγ [Jz , T
l
m ] . (4-18)
Le membre de droite s’e´crit :∑
m′
〈 l m′ | 1 + i
h¯
dγ Jz | l m 〉 T lm′ = T lm + imdγ T lm
d’ou` :
[Jz, T
l
m ] = mh¯T
l
m . (4-19)
Conside´rons maintenant deux rotations infinite´simales dγ autour de l’axeOx d’une
part et autour de l’axe Oy d’autre part. On aura respectivement les relations :
T lm +
i
h¯
dγ [Jx, T
l
m ] = T
l
m +
i
h¯
dγ
∑
m′
〈 l m′ |Jx | l m 〉 T lm′
T lm +
i
h¯
dγ [Jy, T
l
m ] = T
l
m +
i
h¯
dγ
∑
m′
〈 l m′ |Jy | l m 〉 T lm′
c’est-a`-dire :
[Jx, T
l
m ] =
∑
m′
〈 l m′ |Jx | l m 〉 T lm′
[Jy, T
l
m ] =
∑
m′
〈 l m′ |Jy | l m 〉 T lm′ . (4-20)
En posant :
J+ = Jx + i Jy
J− = Jx − i Jy (4-21)
on a :
[J+, T
l
m ] =
∑
m′
〈 l m′ |J+ | l m 〉 T lm′
[J−, T lm ] =
∑
m′
〈 l m′ |J− | l m 〉 T lm′ . (4-22)
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Les ope´rateurs J+ et J− ve´rifient de plus les relations :
J+ | l m 〉 = h¯
√
l(l+ 1)−m(m+ 1) | l m+ 1 〉
J− | l m 〉 = h¯
√
l(l+ 1)−m(m− 1) | l m− 1 〉 (4-23)
ce qui entraˆıne finalement :
[J+ , T
l
m ] = h¯
√
l(l + 1)−m(m+ 1) T lm+1
[J− , T lm ] = h¯
√
l(l + 1)−m(m− 1) T lm−1 . (4-24)
Remarque. L’e´galite´ (4-20) s’e´crit encore :
[Jx, T
l
m ] =
∑
m′
〈 l m′ |Jx | l m 〉 T lm′
=
1
2
∑
m′
〈 l m′ | (J+ + J− ) | l m 〉 T lm′
=
1
2
(
√
l(l + 1)−m(m+ 1) T lm+1 +
√
l(l + 1)−m(m− 1) T lm−1 )
(4-25a)
[Jy, T
l
m ] =
∑
m′
〈 l m′ |Jy | l m 〉 T lm′
=
1
2 i
∑
m′
〈 l m′ | (J+ − J− ) | l m 〉 T lm′
=
1
2 i
(√
l(l+ 1)−m(m+ 1)T lm+1 −
√
l(l + 1)−m(m− 1) T lm−1
)
.
(4-25b)
Si on conside`re maintenant la rotation autour de l’axe Ox uniquement, la relation
(1C-67a) permet d’e´crire :
T lm +
i
h¯
dγ [Jx, T
l
m ] = (−1)2j
∑
m′
e
i pi
2
(m′+3m) 〈 l m′ | 1 + idγ
h¯
Jy | l m 〉 T lm′
= (−1)2j {ei 2πm T lm + dγ2 h¯ ∑
m′
e
i pi
2
(m′+3m) 〈 l m′ | (J+ − J− ) | l m 〉 T lm′
}
= ei π (2m+2j)
[
T lm +
i dγ
2 h¯
( √
l(l+ 1)−m(m+ 1) T lm+1
+
√
l(l + 1)−m(m− 1) T lm−1
) ]
= T lm +
i dγ
2 h¯
( √
l(l + 1)−m(m+ 1) T lm+1 +
√
l(l + 1)−m(m− 1) T lm−1
)
(4-26)
on retrouve bien la relation (4-25a).
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3. The´ore`me de Wigner-Eckart
Conside´rons l’action d’un ope´rateur tensoriel irre´ductible Tk de composantes T kq
sur un e´tat propre de J2 et Jz :
T kq | α j m 〉 = Rˆp
†
RˆpT
k
q Rˆp
†
Rˆp | α j m 〉
= Rˆp
†
(RˆpT
k
q Rˆp
†
) Rˆp | α j m 〉
= Rˆp
†∑
m′ q′ D(k)q′ q(P ; γi) D(j)m′m(P ; γi) T kq′ | α j m′ 〉
= Rˆp
†∑
m′ q′ j′′,m′,m′′〈k q′ j m′ | j′′m′〉 〈k q j m | j′′m′′〉
×D(j′′)m′m′′(P ; γi) T kq′ | α j m′ 〉
= Rˆp
†∑
j′′,m′,m′′〈k q j m | j′′m′′〉 D(j
′′)
m′m′′(P ; γi) [T
k ⊗ | α j 〉]j′′m′〉
(4-27)
l’avant dernie`re ligne e´tant obtenue en utilisant la relation (3-30) et en de´finissant
dans la dernie`re ligne :
[ Tk ⊗ | α j 〉 ]j′′m′ 〉 =
∑
m′ q′
〈k q′ j m′ | j′′m′〉 T kq′ | α j m′ 〉. (4-28a)
On peut poser aussi :
[ Tk ⊗ | α j 〉 ]j′′m′ 〉 = | α′′j′′ m′ 〉 (4-28b)
ce qui entraˆıne :
Rˆp
†
[ Tk ⊗ | α j 〉 ]j′′m′ 〉 = Rˆp
† | α′′j′′ m′ 〉
=
∑
m′′ D(j
′′)
m′m′′(P ; γi)
∗ | α′′j′′ m′′ 〉
=
∑
m′′ D(j
′′)
m′m′′(P ; γi)
∗
[ Tk ⊗ | α j 〉 ]j′′m′′ 〉
relation obtenue a` l’aide de (1C-52). L’e´galite´ (4-27) devient alors :
T kq | α j m 〉 =
∑
j′′,m′,m′′m′′
〈k q j m | j′′m′′〉
× D(j′′)m′m′′(P ; γi) D(j
′′)
m′m′′(P ; γi)
∗
[ Tk ⊗ | α j 〉 ]j′′m′′ 〉.
La sommation sur m′ et la relation (1C-53) conduisent a` l’expression cherche´e :
T kq | α j m 〉 =
∑
j′′m′′
〈k q j m | j′′m′′〉 | [ Tk ⊗ | α j 〉 ]j′′m′′ 〉. (4-29)
On peut alors calculer l’e´le´ment de matrice :
〈α′j′m′ | T kq | α j m 〉 =
∑
j′′m′′
〈k q j m | j′′m′′〉 〈α′j′m′ | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j′′m′′ 〉
= 〈k q j m | j′m′〉 〈α′j′m′ | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j′m′ 〉
= 〈k q j m | j′m′〉 A(α′, j′, k, α , j,m′). (4-30)
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Nous allons montrer que la fonction A(α′, j′, k, α , j,m′) est inde´pendante de m′.
Nous supposons que m′ < j et calculons A(α′, j′, k, α , j,m′ + 1) :
A(α′, j′, k, α , j,m′ + 1) = 〈α′j′m′ + 1 | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j′m′+1 〉. (4-31)
Mais on a :
J+ | α′j′m′ 〉 = h¯
√
j′(j′ + 1)−m′(m′ + 1) | α′j′m′ + 1 〉
J+ | [ Tk ⊗ | α j 〉] j
′
m′ 〉 = h¯
√
j′(j′ + 1)−m′(m′ + 1) | [Tk ⊗ | α′j 〉] j′m′+1 〉
(4-32a)
et :
〈α′j′m′ | J− = h¯
√
j′(j′ + 1)−m′(m′ + 1) 〈α′j′m′ + 1 | (4-32b)
d’ou` :
〈α′j′m′ | J− J+ | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j
′
m′ 〉 =
h¯2 ( j′(j′ + 1)−m′(m′ + 1) ) A(α′, j′, k, α , j,m′ + 1). (4-33)
Mais d’apre`s (3-7), on a aussi :
〈α′j′m′ | J− J+ | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j
′
m′ 〉 =
h¯2 ( j′(j′ + 1)−m′(m′ + 1) ) A(α′, j′, k, α , j,m′). (4-34)
L’e´galite´ entre (4-33) et (4-34) donne donc :
A(α′, j′, k, α , j,m′ + 1) = A(α′, j′, k, α , j,m′). (4-35)
Lorsque m′ = j, on peut calculer A(α′, j′, k′, α , j,m′ − 1) et montrer que
A(α′, j′, k′, α , j,m′ − 1) = A(α′, j′, k′, α , j,m′)
ce qui entraˆıne :
〈α′j′m′ + 1 | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j′m′+1 〉 = 〈α′j′m′ − 1 | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j
′
m′−1 〉
= 〈α′j′m′ | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j′m′ 〉
= 〈α′j′ | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j′ 〉. (4-36a)
Finalement, en de´finissant l’e´le´ment de matrice re´duit par :
〈α′j′ || Tk || α j 〉 ≡ 〈α′j′ | [ Tk ⊗ | α j 〉 ] j′ 〉 (4-36b)
le the´ore`me de Wigner-Eckart s’e´crit :
〈α′j′m′ | T kq | α j m 〉 = 〈k q j m | j′m′〉 〈α′j′ || Tk || α j 〉. (4-37)
L’e´le´ment de matrice re´duit a la proprie´te´ inte´ressante d’eˆtre inde´pendant des
indices magne´tiques et par conse´quent sa valeur nume´rique est inde´pendante du
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syste`me d’axes. Elle ne de´pend que de la nature intrinse`que des fonctions d’onde
et de l’ope´rateur tensoriel irre´ductible.
Cette relation (4-37) peut eˆtre de´duite directement en utilisant l’invariance de
l’amplitude de probabilite´ dans une rotation quelconque :
〈α′j′m′ | T kq | α j m 〉 = 〈α′j′m′ | Rˆp
†
RˆpT
k
q Rˆp
†
Rˆp | α j m 〉
=
∑
m′ qm
D(j′)m′m′(P ; γi)
∗ D(k)q q (P ; γi) D(j)mm(P ; γi) 〈α′j′m′ | T kq | α j m 〉. (4-38)
On peut alors utiliser la proprie´te´ (3-30) que nous e´crivons ici :
D(k)q q (P ; γi) D(j)mm(P ; γi) =∑
j′′m′′m′′
〈k q j m | j′′m′′〉 〈k q j m | j′′m′′〉 D(j′′)m′′m′′(P ; γi). (4-39)
Inte´grons sur dγi les deux membres de (4-38). En utilisant (3-48) et (1C-57), on
trouve :
〈α′j′m′ | T kq | α j m 〉 = 〈k q j m | j′m′〉
×
 1
2j′ + 1
∑
m′ qm
〈k q j m | j′m′〉 〈α′j′m′ | T kq | α j m 〉
 . (4-40)
Le terme entre crochet ne de´pend que de α′ j′ k, α′ j. On retrouve le re´sultat donne´
par (4-37).
Exemples. Dans les exemples que nous choisirons pour illustrer le the´ore`me de
Wigner-Eckart, nous poserons pour simplifier h¯ = 1.
Exemple 1. L’ope´rateur vectoriel J a la troisie`me composante carte´sienne Jz
confondue avec la composante standard J0. En conse´quence, on a :
〈 j′m′ | J0 | j m 〉 = mδj j′ δmm′
= 〈1 0 j m | j′m′〉〈 j′ || J || j 〉.
En ge´ne´ral le coefficient de Clebsch-Gordan n’est pas nul si j et j′ sont diffe´rents.
Il faut donc que l’e´le´ment de matrice re´duit soit proportionnel a` δj j′ . La valeur
particulie`re du C.G
〈1 0 j m | j m〉 = −m√
j(j + 1)
(4-41)
conduit finalement a` :
〈α′j′ || J || α j 〉 = −δj′ j δα′ α
√
j(j + 1). (4-42)
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Cas particuliers :
〈 1/2 || S || 1/2 〉 = −
√
3/4 (4-43a)
〈 1/2 || σ || 1/2 〉 = −
√
3 (4-43b)
〈 1 || S || 1 〉 = −
√
2 (4-43c)
la relation (4-43b) e´tant obtenue en utilisant σ = 2S pour une particule de spin
s = 1/2.
Exemple 2. On se propose de donner l’e´le´ment de matrice re´duit de trois harmo-
niques sphe´riques de meˆmes arguments. Par de´finition, nous avons :
〈 l ′ m′ | Y kq | l m 〉 =
∫
Y m
′
l ′
(ϑ , ϕ)
∗
Y kq (ϑ , ϕ) Y
m
l (ϑ , ϕ) sinϑdθ dϕ
= 〈k q lm | l ′ m′〉 〈 l ′ || Yk || l 〉
= 〈k q lm | l ′ m′〉
√
(2k + 1)(2l + 1)
4π(2l ′ + 1)
〈k 0 l 0 | l ′ 0〉
ou` nous avons utilise´ (3-31). L’e´le´ment de matrice re´duit est donc donne´ par :
〈 l ′ || Yk || l 〉 =
√
(2k + 1)(2l + 1)
4π(2l ′ + 1)
〈k 0 l 0 | l ′ 0〉. (4-44)
Exemple 3 : Ope´rateur identite´. L’e´le´ment de matrice re´duit a une expression
particulie`rement simple :
〈α′ j′m′ | 1 | α j m 〉 = δα α′ δj j′ δmm′
= 〈0 0 j m | j′m′〉 〈α′ j′ || 1 || α j 〉
ce qui entraˆıne :
〈α′ j′ || 1 || α j 〉 = δα α′ δj j′ . (4-45)
4. Ope´rateur adjoint de Tk
Par de´finition des composantes d’un ope´rateur tensoriel irre´ductible, on a (1-60a) :
Rˆp T
k
q Rˆp
†
=
k∑
q′=−k
D(k)q′ q(P ; γi)T
′ k
q′ . (4-46)
En prenant l’e´quation adjointe et utilisant la proprie´te´ :
(AˆBˆCˆ)† = Cˆ†Bˆ†Aˆ†
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il vient :
Rˆp T
k
q
†
Rˆp
†
=
∑k
q′=−kD(k)q′ q(P ; γi)
∗
T
′ k
q′
†
=
∑k
q′=−k (−1)q−q
′ D(k)−q′−q(P ; γi) T
′ k
q′
†
la dernie`re e´galite´ e´tant obtenue a` l’aide de (1C-56).
En multipliant les deux membres par (−1)−q on obtient :
Rˆp
(
(−1)−q T kq
† )
Rˆp
†
=
k∑
q′=−k
D(k)−q′−q(P ; γi) (−1)−q
′
T
′ k
q′
†
.
En changeant q en −q et q′ en −q′ :
Rˆp
(
(−1)q T k−q
† )
Rˆp
†
=
k∑
q′=−k
D(k)q′ q(P ; γi) (−1)q
′
T
′ k
−q′
†
(4-47a)
mais on sait que k + q, k + q′ sont entiers, d’ou` :
(−1)2k+2q = (−1)2k+2q′ = 1
(−1)2q = (−1)2q′
(−1)3q = (−1)−q
(−1)3q′ = (−1)−q′
et l’e´galite´ (4-47a) peut encore s’e´crire :
Rˆp
(
(−1)−q T k−q
† )
Rˆp
†
=
k∑
q′=−k
D(k)q′ q(P ; γi) (−1)−q
′
T
′ k
−q′
†
. (4-47b)
On peut alors de´finir l’ope´rateur adjoint de Tk par T˜k tout ope´rateur dont les
composantes sont de la forme :
T˜ kq = ϕ(k) (−1)ǫ q T k−q
†
(4-48)
avec ǫ = ±1 et ϕ(k) e´tant une phase quelconque de´pendant de k. Ces composantes
se transforment alors suivant la loi :
Rˆp T˜
k
q Rˆp
†
=
k∑
q′=−k
D(k)q′ q(P ; γi) T˜
′ k
q′ . (4-49)
Par convention, nous de´finirons T˜k par :
T˜ kq = (−1)k+q T k−q
†
. (4-50)
Ann. Phys. Fr. 26 • No 6 • 2001
162 Rotations et moments angulaires en me´canique quantique
Cet ope´rateur obe´it au the´ore`me de Wigner-Eckart et l’e´le´ment de matrice re´duit
s’exprime en fonction de celui de Tk :
〈α′j′m′ | T˜ kq | α j m 〉 = (−1)k+q 〈α′j′m′ | T k−q
† | α j m 〉
= (−1)k+q 〈α j m | T k−q | α′j′m′ 〉
∗
= (−1)k+q 〈k−q j′m′ | j m〉〈α j || Tk || α′j′ 〉∗
= 〈k q j m | j′m′〉
× (−1)k+j−j′
√
2j + 1
2j′ + 1
〈α j || Tk || α′j′ 〉∗
= 〈k q j m | j′m′〉〈α′j′ || T˜k || α j 〉 (4-51)
ce qui donne la relation suivante :
〈α′j′ || T˜k || α j 〉 = (−1)k+j−j′
√
2j + 1
2j′ + 1
〈α j || Tk || α′j′ 〉∗ . (4-52)
Exemple. La de´finition (4-50) entraˆıne :
Y˜ qk (ϑ , ϕ) = (−1)k+q Y −qk
∗
(ϑ , ϕ) = (−1)k Y qk (ϑ , ϕ) . (4-53)
D’apre`s (4-44) et (4-53) :
〈 l ′ || Y˜k || l 〉 = (−1)k
√
(2k + 1)(2l + 1)
4π(2l ′ + 1)
〈k 0 l 0 | l ′ 0〉 . (4-54)
En utilisant (3A-25) et (3A-30), on trouve que ce re´sultat est en accord avec (4-52)
puisque
〈k 0 l 0 | l ′ 0〉 = (−1)k
√
2l ′ + 1
2l + 1
〈k 0 l ′ 0 | l 0〉
et k + l − l ′ est pair.
5. Produit tensoriel d’ope´rateurs tensoriels
irre´ductibles
5.1. De´finition
De meˆme que l’on peut coupler a` un moment angulaire total donne´ deux kets por-
tant chacun un moment angulaire bien de´fini, on peut coupler les ope´rateurs ten-
soriels irre´ductibles Tkt et Uku pour donner l’ope´rateur tensoriel irre´ductible Vk :
V
k ≡ [Tkt ⊗Uku ]k (4-55)
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dont les composantes sont donne´es par :
V kq =
∑
qt qu
〈kt qt ku qu | k q〉 T ktqt Ukuqu . (4-56)
Les ope´rateurs Tkt et Uku peuvent agir dans le meˆme espace ou dans deux es-
paces diffe´rents. La loi de transformation de Vk est uniquement donne´e par les
coefficients de Clebsch-Gordan.
Exemple 1 : Ope´rateur scalaire. Lorsque kt = ku, on peut construire l’ope´rateur
d’ordre 0 :
V 00 =
∑
qt qu
〈kt qt ku qu | 0 0〉 T ktqt Ukuqu
= δkt ku δkt k
1√
2k + 1
∑
q
(−1)k−q T kq Uk−q
ou finalement : [
T
k ⊗Uk ]0
0
=
1√
2k + 1
∑
q
(−1)k−q T kq Uk−q
=
1√
2k + 1
∑
q
(−1)k+q T k−q Ukq . (4-57)
On de´finit le produit scalaire de deux ope´rateurs par :
T
k ·Uk =
∑
q
(−1)−q T kq Uk−q =
∑
q
(−1)q T k−q Ukq (4-58)
ce qui donne :
T
k ·Uk = (−1)k √2k + 1 [Tk ⊗Uk ]0
0
. (4-59)
Lorsque k = 1, ce produit scalaire correspond au produit scalaire habituel de
2 ope´rateurs vectoriels :
T
1 ·U1 = T 00 U00 − (T 11 U1−1 + T 1−1U11 )
= TxUx + TyUy + TzUz. (4-60)
La construction de tels ope´rateurs est tre`s importante en me´canique quantique car
tout ope´rateur scalaire est invariant par rotation :
Rˆp V
0
0 Rˆp
†
= V 00 (4-61)
ce qui entraˆıne :
Rˆp V
0
0 = V
0
0 Rˆp. (4-62)
En conside´rant une rotation infinite´simale d’un angle dγ autour d’un axe quel-
conque, on voit qu’une observable scalaire (ou un ope´rateur tensoriel d’ordre 0)
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posse`de la proprie´te´ de commuter avec n’importe laquelle des composantes du
moment cine´tique :(
1 +
i
h¯
dγ J · u
)
V 00 = V
0
0
(
1 +
i
h¯
dγ J · u
)
d’ou` :
J · u V 00 = V 00 J · u . (4-63)
En particulier l’invariance de l’hamiltonien du syste`me garantit que les e´quations
du mouvement sont invariantes par rotation.
Exemple 2 : Harmoniques sphe´riques de meˆmes arguments. Si on couple deux
harmoniques sphe´riques de meˆmes arguments Yk′(ϑ, ϕ) et Yk′′(ϑ, ϕ) a` un moment
angulaire k et sa projection q, on s’attend a` trouver une fonction proportionnelle
a` Y qk (ϑ, ϕ). D’apre`s la de´finition (4-56) et les proprie´te´s (3-31) et (3-20), on a :
[
Yk′(ϑ, ϕ) ⊗ Yk′′(ϑ, ϕ)
]k
q
=
√
(2k′ + 1)(2k′′ + 1)
4π(2k + 1)
〈k ′ 0 k ′′ 0 | k 0〉 Y qk (ϑ, ϕ) .
(4-64)
5.2. E´le´ment de matrice re´duit
Connaissant les e´le´ments de matrice re´duits des ope´rateurs Tkt et Uku , on peut
calculer ceux de Vk. Il faut cependant distinguer deux cas selon que les ope´rateurs
agissent dans le meˆme espace de Hilbert ou non.
Les ope´rateurs agissent dans le meˆme espace
On est amene´ dans ce cas a` calculer une expression du type :
〈α′′ j′′m′′ | [Tkt ⊗Uku ]k
q
| α j m 〉 =∑
qt qu
〈kt qt ku qu | k q〉 〈α′′ j′′m′′ | T ktqt Ukuqu | α j m 〉 . (4-65)
On injecte la relation de fermeture (3-13) :
∑
α′ j′m′
| α′ j′m′ 〉〈α′ j′m′ | = 1 (4-66)
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d’ou` :
〈α′′ j′′m′′ | [Tkt ⊗Uku ]k
q
| α j m 〉 =
∑
qt qu
∑
α′ j′m′
〈kt qt ku qu | k q〉
× 〈α′′ j′′m′′ | T ktqt | α′ j′m′ 〉 〈α′ j′m′ | Ukuqu | α j m 〉
=
∑
qt qu
∑
α′ j′m′
〈kt qt ku qu | k q〉 〈kt qt j′m′ | j′′m′′〉 〈ku qu j m | j′m′〉
× 〈α′′j′′ || Tkt || α′ j′ 〉 〈α′j′ || Uku || α j 〉
=
∑
α′ j′
〈k q j m | j′′m′′〉 〈 (kt ku) k j ; j′′ | kt (ku j) j′ ; j′′ 〉
× 〈α′′j′′ || Tkt || α′ j′ 〉 〈α′j′ || Uku || α j 〉 (4-67)
ou` nous avons utilise´ la relation (3B-4).
On en de´duit donc :
〈α′′ j′′m′′ | [Tkt ⊗Uku ]k
q
| α j m 〉 =
〈k q j m | j′′m′′〉 〈α′′ j′′ || [Tkt ⊗Uku ]k || α j 〉 (4-68)
avec :
〈α′′ j′′ || [Tkt ⊗Uku ]k || α j 〉 = ∑
α′ j′
〈 (kt ku) k j ; j′′ | kt (ku j) j′ ; j′′ 〉
× 〈α′′j′′ || Tkt || α′ j′ 〉 〈α′j′ || Uku || α j 〉 (4-69a)
ou encore :
〈α′′ j′′ || [Tkt ⊗Uku ]k || α j 〉 = ∑
α′ j′
√
(2k + 1) (2j′ + 1) W (kt ku j′′ j ; k j′)
× 〈α′′j′′ || Tkt || α′ j′ 〉 〈α′j′ || Uku || α j 〉 (4-69b)
〈α′′ j′′ || [Tkt ⊗Uku ]k || α j 〉 =∑
α′ j′
U(kt ku j
′′ j ; k j′)〈α′′j′′ || Tkt || α′ j′ 〉 〈α′j′ || Uku || α j 〉 (4-69c)
〈α′′ j′′ || [Tkt ⊗Uku ]k || α j 〉 =∑
α′ j′
(−1)kt+ku+j′′+j
√
(2k + 1) (2j′ + 1)
{
kt ku k
j j′′ j′
}
× 〈α′′j′′ || Tkt || α′ j′ 〉 〈α′j′ || Uku || α j 〉 . (4-69d)
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Exemple : Produit de deux harmoniques sphe´riques de meˆmes arguments. Si on
applique la relation ci-dessus au produit de deux harmoniques sphe´riques de meˆmes
arguments, on obtient :
〈 l′′ || [ Yk′(ϑ, ϕ) ⊗ Yk′′(ϑ, ϕ) ]k || l 〉 =∑
l′
〈 (k′ k′′) k l ; l′′ | k′ (k′′ l) l′ ; l′′ 〉〈 l′′ || Yk′ || l′ 〉 〈 l′ || Yk′′ || l 〉
=
1
4π
√
(2k′ + 1)(2k′′ + 1)(2l + 1)
(2l′′ + 1)
∑
l′
〈 (k′ k′′) k l ; l′′ | k′ (k′′ l) l′ ; l′′ 〉
× 〈k′ 0 l′ 0 | l′′ 0〉 〈k′′ 0 l 0 | l′ 0〉. (4-70)
Si on applique maintenant la relation (3B-8), on trouve :
〈 l′′ || [ Yk′(ϑ, ϕ) ⊗ Yk′′(ϑ, ϕ) ]k || l 〉
=
1
4π
√
(2k′ + 1)(2k′′ + 1)(2l+ 1)
(2l′′ + 1)
〈k′ 0 k′′ 0 | k 0〉 〈k 0 l 0 | l′′ 0〉. (4-71)
On aurait obtenu ce meˆme re´sultat en utilisant la relation (4-64).
Les ope´rateurs agissent dans des espaces diffe´rents
L’e´le´ment de matrice que nous avons a` calculer s’e´crit typiquement :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′m′ |
[
T
ka ⊗Ukb ]k
q
| αa αb ( ja jb ) j m 〉.
On commence par coupler le produit des deux ope´rateurs par le ket en une somme
de termes ayant un moment angulaire total donne´ :
[
T
ka ⊗Ukb ]k
q
| αa αb ( ja jb ) j m 〉 =∑
j′′ m′′
〈k q j m | j′′m′′〉 { [Tka ⊗Ukb ]k | αa αb ( ja jb ) j 〉 }j′′m′′ · (4-72)
On sait d’apre`s le chapitre 3 que le terme entre accolades peut eˆtre couple´ diffe´-
remment :
{ [
T
ka ⊗Ukb ]k | αa αb ( ja jb ) j 〉 }j′′m′′ =∑
j′′a j
′′
b
〈 (kaja) j′′a (kbjb) j′′b ; j′′ | (kakb) k (jajb) j ; j′′ 〉
× { [Tka⊗ | αa ja 〉]j′′a ⊗ [Ukb⊗ | αb jb 〉]j′′b }j′′m′′ . (4-73)
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Mais :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′m′ |
{ [
T
ka⊗ | αa ja 〉
]j′′a ⊗ [Ukb⊗ | αb jb 〉]j′′b }j′′m′′ 〉 =
δj′ j′′ δm′m′′
∑
m′am
′
b
m′′a m
′′
b
〈j′am′a j′bm′b | j′m′〉 〈j′′a m′′a j′′b m′′b | j′m′〉
× 〈α′a j′am′a |
[
T
ka⊗ | αa ja 〉
]j′′a
m′′a
〉 〈α′b j′bm′b |
[
U
kb⊗ | αb jb 〉
]j′′b
m′′
b
〉
= δj′ j′′ δm′m′′ δj′a j′′a δj′b j′′b
∑
m′am
′
b
〈j′am′a j′bm′b | j′m′〉 〈j′am′a j′bm′b | j′m′〉
× 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉
= δj′ j′′ δm′m′′ δj′a j′′a δj′b j′′b 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉
(4-74)
ou` nous avons utilise´ la relation (4-36b). On en de´duit alors l’expression finale :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′m′ |
[
T
ka ⊗Ukb ]k
q
| αa αb ( ja jb ) j m 〉 =
〈k q j m | j′m′〉 〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ ||
[
T
ka ⊗Ukb ]k || αa αb ( ja jb ) j 〉 (4-75)
avec :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ ||
[
T
ka ⊗Ukb ]k || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
〈 (kaja) j′a (kbjb) j′b ; j′ | (kakb) k (jajb) j ; j′ 〉
× 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉 (4-76a)
ou encore :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ ||
[
T
ka ⊗Ukb ]k || αa αb ( ja jb ) j 〉 =√
(2j′a + 1) (2j
′
b + 1) (2k + 1) (2j + 1)

ka ja j
′
a
kb jb j
′
b
k j j′

× 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉 (4-76b)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ ||
[
T
ka ⊗Ukb ]k || αa αb ( ja jb ) j 〉 =√
(2j′a + 1) (2j
′
b + 1) (2k + 1) (2j + 1)
j
′
b kb jb
j′ k j
j′a ka ja

× 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉. (4-76c)
Cas particuliers. Cette formule se simplifie lorsque un des deux ope´rateurs est
l’identite´. Par exemple, calculons l’e´le´ment de matrice
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′m′ | T kaqa | αa αb ( ja jb ) j m 〉.
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Comme dans le cas ge´ne´ral, on couple en une somme de termes ayant un moment
angulaire total donne´ :
T kaqa | αa αb ( ja jb ) j m 〉 =∑
j′′ m′′
〈ka qa j m | j′′m′′〉
{
T
ka | αa αb ( ja jb ) j 〉
}j′′
m′′
· (4-77)
On utilise alors la de´finition des coefficients de recouplage :{
T
ka | αa αb ( ja jb ) j 〉
}j′′
m′′
=
∑
j′′a
〈 (kaja) j′′a jb ; j′′ | ka (jajb) j ; j′′ 〉
× { [Tka⊗ | αa ja 〉]j′′a ⊗ | αb jb 〉}j′′m′′ · (4-78)
On peut effectuer la suite du calcul comme dans le cas ge´ne´ral. On obtient (en
utilisant la relation 4-45) :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′m′ | T kaqa | αa αb ( ja jb ) j m 〉 =
〈ka qa j m | j′m′〉 〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Tka || αa αb ( ja jb ) j 〉 (4-79)
avec
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Tka || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
〈 (kaja) j′a jb ; j′ | ka (jajb) j ; j′ 〉 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 δα′b αb δj′b jb (4-80a)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Tka || αa αb ( ja jb ) j 〉 =√
(2j′a + 1) (2j + 1) W (ka ja j
′ jb ; j′a j) 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 δα′b αb δj′b jb
(4-80b)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Tka || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
U(ka ja j
′ jb ; j′a j) 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 δα′b αb δj′b jb (4-80c)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Tka || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
(−1)ka+ja+j′+jb
√
(2j′a + 1) (2j + 1)
{
ka ja j
′
a
jb j
′ j
}
× 〈α′a j′a || Tka || αa ja 〉 δα′b αb δj′b jb . (4-80d)
L’autre e´le´ment de matrice que nous avons a` calculer est le suivant :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′m′ | Ukbq
b
| αa αb ( ja jb ) j m 〉 =
〈kb qb j m | j′m′〉 〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Ukb || αa αb ( ja jb ) j 〉. (4-81)
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On utilise alors la relation (3A-23) :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′m′ | Ukbq
b
| αa αb ( ja jb ) j m 〉 =
(−1)ja+jb−j (−1)j′a+j′b−j′ 〈α′b α′a ( j′b j′a ) j′m′ | Ukbq
b
| αb αa ( jb ja ) j m 〉
(4-82)
et, a` une phase pre`s, on revient au cas pre´ce´dent. Finalement on obtient :
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Ukb || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
(−1)ja+jb−j (−1)ja+j′b−j′ 〈 (kbjb) j′b ja ; j′ | kb (jbja) j ; j′ 〉
× 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉 δα′a αa δj′a ja (4-83a)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Ukb || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
(−1)j−j′+j′b−jb 〈 (kbjb) j′b ja ; j′ | kb (jbja) j ; j′ 〉
× 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉 δα′a αa δj′a ja (4-83b)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Ukb || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
(−1)j−j′+j′b−jb
√
(2j′b + 1) (2j + 1) W (kb jb j
′ ja ; j′b j)
× 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉 δα′a αa δj′a ja (4-83c)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Ukb || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
(−1)j−j′+j′b−jb U(kb jb j′ ja ; j′b j)
× 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉 δα′a αa δj′a ja (4-83d)
〈α′a α′b ( j′a j′b ) j′ || Ukb || αa αb ( ja jb ) j 〉 =
(−1)j+j′b+kb+ja
√
(2j′b + 1) (2j + 1)
{
kb jb j
′
b
ja j
′ j
}
× 〈α′b j′b || Ukb || αb jb 〉 δα′a αa δj′a ja . (4-83e)
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